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§1. 

Historische Einleitung. 

Bevor wir mit der systematischen Darstellung der Theorie der Bildfehler 
5. Ordnung in optischen Systemen beginnen, erscheint es angebracht, die ver- 
schiedenen speziellen Teile dieser Theorie, welche bisher schon behandelt worden 
sind, aufzuzählen. Dies geschieht zweckmäßig im Rahmen eines kurzen Über- 
blickes über die historische Entwicklung der Theorie der Bildfehler in optischen 
Instrumenten, die gleichzeitig dazu dienen mag, dem Leser die Grundgedanken 
und fundamentalen Begriffe dieser Theorie, auf denen sich die späteren Ent- 
wicklungen der vorliegenden Abhandlung aufbauen werden, ins Gedächtnis zurück- 
zurufen. 

Der erste, der eine systematische Theorie optischer Instrumente aufgestellt 
hat, ist C. F. Gauß^). Durch ein optisches System, das aus beliebig vielen in 
beliebigem Abstand zentriert hintereinander liegenden Flächen besteht, verfolgt 
er mit Hilfe des Brechungsgesetzes und Reflexionsgesetzes den Gang der Licht- 
strahlen. Er beschränkt sich jedoch darauf, in den für die Neigungswinkel der 
Strahlen gegen die Systemachse eingeführten Potenzreihen nur die ersten Glieder 
mitzunehmen, die höheren Potenzen werden vernachlässigt. Physikalisch bedeutet 
diese Beschränkung, daß die nach der Gaußschen Theorie sich ergebende Ab- 
bildung mit der wirklichen, physikalischen Abbildung nur für sehr wenig gegen 
die Systemachse geneigte Strahlen, sogenannte Parachsialstrahlen, zusammenfallt. 
Die „Gaußsche Dioptrik^, deren Gesetze demnach für ein beliebiges, nur rotations- 
symmetrisch vorausgesetztes optisches System die Abbildung durch Parachsial- 
strahlen beherrschen, bildet die Grundlage für alle weiteren optischen Unter- 
suchungen. 

Die erste Erweiterung der Theorie optischer Instrumente über die Gaußsche 
Dioptrik hinaus wurde unmittelbar durch die Daguerresche Entdeckung des 
Jahres 1839 veranlaßt. Der praktischen Optik, deren Hauptaufgabe bis dahin 
in der Konstruktion von Fernrohrobjektiven bestanden hatte, erwuchs eine neue 

1) Yergl. G. F. Ganß Werke, herausgegeben von der Eönigl. Gesellschaft der Wissenschaften 
zu Göttmgen, „Dioptrische Untersuchungen", Band V, 1877, pag. 243—276. 

1 
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Aufgabe darin, ein für das Daguerresche Verfahren verwendbares lichtstarkes 
Objektiv mit großem G-esichtsfeld zu schaffen. Es war ein Zufall, der für die 
Entwicklung der theoretischen und praktischen Optik höchst bedeutungsvoll 
werden sollte, daß der Wiener Mathematiker J. Petzval (1807 — 1891) für dieses 
Problem interessiert wurde. Dieser erkannte, daß mit der ersten Näherung, wie 
sie die Gaußsche Theorie gibt, ein befriedigendes Resultat nicht zu erreichen 
war, er befaßte sich deshalb zunächst mit der allgemeinen Theorie optischer 
Instrumente, und führte diese über die Gaußsche Dioptrik hinaus fort, indem er 
auch höhere Potenzen der Strahlneigungen gegen die Systemachse berücksichtigte. 
Seine Untersuchungen sind uns leider nur in einigen großzügigen, gemeinver- 
ständlichen Berichten erhalten ^), aus denen sich über den von ihm eingeschlagenen 
Weg im wesentlichen folgendes entnehmen läßt: Es wird ein zentriertes optisches 
System, aus beliebig vielen brechenden oder reflektierenden Rotationsflächen 
bestehend, angenommen. Ein rechtwinkliges Koordinatensystem (x, y, ß) wird so 
gelegt, daß die z Achse mit der Systemachse zusammenfallt. Ein Lichtstrahl 
möge die erste brechende Fläche im Punkte {x, y, a) treffen, die Winkel, welche 
die Projektionen dieses Strahles auf die x-je^ und y-jsf Ebene mit der g Achse ein- 
schließen, seien a und ß. Hinter der letzten brechenden oder reflektierenden 
Fläche des Systems wird eine gedachte Rotationsfläche angenommen, die ebenfalls 
die Systemachse zur Rotationsachse hat '). Der Schnittpunkt des aus dem System 
austretenden Strahles mit dieser Fläche habe die Koordinaten |, )}, {;, die Projek- 
tionen der austretenden Strahlrichtung auf die x-jsf und y-0 Ebene mögen mit der 
Achse die Winkel a und b einschließen. Mit Hilfe des Brechungsgesetzes und 
des Reflexionsgesetzes berechnet Petzval die Größen |, ij, a, b als Funktion der 
vier Grundvariabein x, y, a, ß {z denke man sich durch die Gleichung der ersten 
Fläche, i durch die Gleichung der angenommenen Rotationsfläche eliminiert). 
Nimmt man x, y, a, ß als klein an, so wird man die Funktionen |, 17, a, 5 in 
Potenzreihen nach x^ y, a, ß entwickeln, die wegen der Rotationssymmetrie nur 
ungerade Potenzen von x, y, a, ß enthalten können. Die Glieder erster Ordnung 
dieser Reihen bilden den Inhalt der Gaußschen Dioptrik. Berücksichtigt man 
außerdem die Glieder 3., 5., 7., . . . Ordnung, so weicht der so berechnete Strahlen- 
gang von dem wirklichen nur um Größen 5., 7., 9., . . . Ordnung ab. Man kann 
also auf diese Weise die Größen S, ij, a, 5, die den austretenden Strahl charakteri- 
sieren, als Funktion der Ausgangswerte x, y, a, ß beliebig genau erhalten. 

Die Hauptschwierigkeit bei der Ausführung dieses Gedankenganges liegt in 
der Wahl von geeigneten Entwicklungsvariabein. Würde man nämlich die Reihen 
nach den Größen or, y, a, ß selbst zu entwickeln suchen, so würden die Reihen 
bei einer größeren Anzahl hintereinander liegender brechender oder reflektierender 

1) J. Petzyal, Bericht über die Ergebnisse einiger dioptrischer üntersachungen. Pesth, 1843 
and J. Petzval, Bericht über optische Untersachimgen. Berichte der Eaiserl. Akademie za Wien, 
Mathem.-Natarwissenschaftliche Klasse, 1857, Band 24 and 26. 

2) Petzral macht keine näheren Angaben über die Wahl dieser Fläche. Es ist müssig» Yer- 
mutangen darüber anzustellen, da das folgende auch ohnedem verständlich ist 
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Flächen sehr unfihersichtlich und unhandlich werden. Welche Variabein Petzval 
benutzt hat, ist nicht mehr zu erfahren, er erwähnt nur, daß sie von x, y, a, ß 
abhängig und mit ihnen von derselben Größenordnung seien. Man könnte ver- 
muten, daß es prinzipiell dieselben gewesen sind, welche später L. Seidel ein- 
geführt hat, und die von Natur dadurch gegeben sind, daß sie vor und nach der 
Brechung innerhalb der Genauigkeit der Gaußschen Dioptrik denselben Wert 
behalten. 

Petzval hat diese Reihenentwicklungen sehr weitgehend wirklich ausgeführt. 
Dank der zahlreichen Hilfskräfte, die ihm zu seinen optischen Rechnungen 
dauernd zur Verfügung standen, gelang es ihm, nicht nur die Koeffizienten der 
Glieder 3. Ordnung, sondern auch der 6. Ordnung, die den Gegenstand der vor- 
liegenden Arbeit bilden, vollständig zu berechnen, ja ofi^enbar hat er sogar die 
Entwicklung bis zur 7. Ordnung besessen. Allerdings scheint er in den inneren 
Zusammenhang der einzelnen Koeffizienten nicht allzutief eingedrungen zu sein, 
wie, abgesehen von verschiedenen anderen Punkten, in seinen Berichten besonders 
daraus hervorzugehen scheint, daß er die Anzahl der Koeffizienten 6. Ordnung 
zu 12 — es sind nur 9 — angibt. 

Es ist lebhaft zu bedauern, daß Petzvals wertvolle Rechnungen auf so 
abenteuerliche Weise der Nachwelt für immer verloren gegangen sind^). 

Einen glänzenden Beweis des praktischen Wertes seiner Rechnungen erbrachte 
Petzval durch sein bekanntes Portraitobjektiv (1841) das den bis dahin benutzten 
Objektiven weit überlegen war, und noch heute sehr beliebt ist. In der Tat 
scheint das Petzvalsche Portraitobjektiv der Form, die bei den gegebenen optischen 
Mitteln für den vorliegenden Zweck die gunstigste ist, sehr nahe zu kommen. 

Der nächste wesentliche Fortschritt in der Theorie optischer Instrumente, 
dessen wir zu gedenken haben, knüpft sich an den Namen L. Seidels. Dieser 
veröfi^entlichte im Jahre 1856 seine grundlegenden „Untersuchungen über die 
Entwicklung der Glieder 3. Ordnung, welche den Weg eines außerhalb der Ebene 
der Achse gelegenen Lichtstrahles durch ein System brechender Flächen be- 
stimmen^, und wurde dadurch der Begründer der Fehlertheorie optischer In- 
strumente^). Seine Überlegungen lassen sich kurz folgendermaßen schildern: 
Die Endkoordinaten eines Strahles, der ein optisches System passiert, werden 
als Funktion der Ausgangskoordinaten gesucht. Mit Hilfe des Brechungsgesetzes 
denke man sich für eine brechende Fläche die Endkoordinaten durch eine nach 



1) Petzval hatte diese Bechnongen sowie andere wertwolle üntersachangeD über Beleuchtongs- 
lehre und Aasgleichongsrechnong in einem dreibändigen Werke, „Optik^, niedergelegt, von dem ans 
nur die Disposition und eine allgemeine Inhaltsangabe bekannt ist (vergl. die pag. 2 zitierten Wiener 
Akademie-Berichte). Das drackfertige Manuskript hatte Petzval in seiner Sommerwohnung am 
Eahlenberg bei Wien liegen. „Es brachen dort Diebe ein, welche nach Wertpapieren sachten, and 
aus Zorn, daft sie solche nicht fanden, alle vorhandenen Papiere teils zerrissen nnd verbrannten, 
teüs in völlige Unordnung brachten. Petzval, der darüber sehr erbost war, konnte sich dann nicht 
mehr entschlieften, den zurückgebliebenen Wust von Papieren wieder zu ordnen und zu ergänzen." 
Entnommen aus : Erm^ny, Dr. Josef Petzvals Leben and Verdienste, erschienen in Halle a. S., 1903). 

2) Astronomische Nachrichten, 1858 Band 85, und 1856 Band 87 und 43. 

1* 
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Potenzen der Ausgangskoordinaten geordnete Beibe dargestellt, was auch bei 
beliebig gewählten Koordinaten niemals Schwierigkeiten bieten kann. Man wird 
nun über die Wahl der Koordinaten so verfugen, daß die Zusammenfngung 
mehrerer Flächen zu einem System möglichst einfach wird, d. h. daß man die 
Zwischenvariabeln leicht eliminieren, und die Endkoordinaten in einfacher Weise 
als Funktion der Ausgangskoordinaten darstellen kann. Zu diesem Zwecke wird 
man erstlich die Endkoordinaten für eine brechende Fläche als Ausgangskoor- 
dinaten für die folgende Fläche benutzen, was abgesehen von dieser Überlegung 
auch von vornherein das natürlichste gewesen wäre. Zweitens wird man die 
Koordinaten so wählen, daß beim Durchgang durch eine Fläche die Koordinaten 
nach der Brechung sich möglichst einfach als Funktion der Koordinaten vor der 
Brechung darstellen lassen. Ist beispielsweise der Strahl jedesmal durch vier 
Koordinaten festgelegt, so wird man versuchen, jede einzelne Koordinate nach 
der Brechung bis auf höhere Grlieder als Funktion nur einer, nicht sämtlicher 
vier Koordinaten vor der Brechung darzustellen. Gerade dies leisten aber solche 
Koordinaten, die innerhalb der Gaußschen Dioptrik bei einer Brechung ihren 
Wert nicht ändern. Und in der Tat zeigt der folgende kleine Ansatz, daß 
die Elimination der Zwischenvariabeln auf die einfachst mögliche Art geschehen 
ist, denn die Entwicklungskoefßzienten 3. Ordnung des Gesamtsystemes setzen 
sich einfach additiv aus den Einzelkoeffizienten zusammen, x^^ y^ seien zwei 
Koordinaten vor der Brechung, x[^ y[ die entsprechenden nach der Brechung an 
der iten Fläche eines optischen Systemes; ^i, B^, C^, A<, B,, u. s. w. seien Ent- 
wicklungskoeffizienten 3. Ordnung für die ite Fläche. Nimmt man zur Verein- 
fachung nur zwei brechende Flächen an, so haben die Reihenentwicklungen, die 
die Koordinaten nach der Brechung als Funktion der Koordinaten vor der 
Brechung darstellen, folgende Gestalt: 

und 

(2) x^ = x[, y, = y;, 

Aus den Gleichungen (1) und (2) folgt: 

x[ = a:, + (A + ^)a;J-h(JB. + JBOyJ + (C, + Qrc;y,-h-.., 
y; = y, + (A, + A.)a;;-h(B,-hBJyJ + .... 

Das große Verdienst L. Seidels liegt darin, erkannt zu haben, daß man 
zweckmäßig nach diesen Variabein entwickelt, denn nur auf diese Weise kann 
man erreichen, daß die Koeffizienten 3. Ordnung eines aus mehreren Flächen 
bestehenden Systemes sich einfach additiv aus den Einzelkoeffizienten zusammen- 
setzen. Die durch eine Entwicklung nach diesen Variabein fest definierten 
Koeffizienten J., JS, A, B, . . . , die sich für ein optisches System als Funktion der 
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Elemente dieses Systetnes berechnen lassen, bezeichnet man als die „Seideischen 
Bildfehler«. 

Nach dem Gesagten ist es klar, daß für die Behandlang der Theorie 3. Ord- 
nung optischer Systeme es das einzig Yemünftige ist, die Seideischen Variabein 
oder die Bildfehler im Seideischen Sinne zu G-runde zu legen, was auch ausnahmslos 
geschehen ist^). Für die Theorie 6. Ordnung hat man die Wahl, entweder die 
Seideischen Yariabeln beizubehalten und dafür ein etwas komplizierteres Gesetz 
für die Zusammensetzung mehrerer Flächen in Kauf zu nehmen, oder — den 
Seideischen Variabein entsprechend — neue Variabein einzufuhren, die bei der 
Brechung innerhalb der 3. Ordnung konstant bleiben. Bei der vorliegenden 
Bearbeitung <ler Bildfehler 5. Ordnung wurde der erstgenannte Weg eingeschlagen. 

Die Fehlertheorie 3. Ordnung ist seit Seidel häufig behandelt worden. Die 
Arbeiten Seidels, in denen dieser die erste Berechnung der Bildfehler 3. Ordnung 
gegeben hatte, sind von S. Finsterwalder ^ ausführlich fortgesetzt und erweitert. 

Eine wesentlich kürzere Ableitung der Bildfehler 3. Ordnung als die Seidel- 
sehe haben Herr Kerber ^ und im Anschluß an ihn die Herren König und von 
Kohr^) ohne direkte Benutzung der Seideischen Variabein gegeben. 

Während so die Bildfehler 3. Ordnung ein heutzutage vollständig durch- 
gearbeitetes Gebiet sind, ist die Theorie der Fehler 5. Ordnung noch nicht 
systematisch bearbeitet worden. Der eine Spezialfall der sphärischen Längs- 
abweichung für Achsenpunkte ist verschiedentlich behandelt, es seien genannt 
die Behandlung von Herrn Kerber*) nnd besonders die der Herren König und 
V. Eohr*). Herr König und- Herr v. Rohr charakterisieren allgemein diese Ab- 
weichung und geben vollständige Formeln, welche diese Abweichung für ein 
optisches System als Funktion der Elemente des Systemes berechnen lassen. 

Außer diesem Spezialfall der sphärischen Längsabweichung für Achsenpunkte 
habe ich in der Literatur nichts gefunden, was in das Gebiet der Fehlertheorie 
5. Ordnung fallt, mit Ausnahme der schon mehrfach zitierten Arbeit der Herren 
König und v. Rohr über „die Theorie der sphärischen Aberrationen"*). Auf den 
Gedankengang dieser Darstellung, die einen bedeutsamen Fortschritt in dieser 
Theorie ausmacht, muß näher eingegangen werden, um die sich mannigfach darin 
findenden Punkte, welche in die Fehlertheorie 6. Ordnung hineinfallen, mit den 
entsprechenden Punkten der vorliegenden Arbeit in Parallele stellen zu können. 
Der von den Verfassern eingeschlagene Weg ist folgender: Von einem Objekt- 



1) Vielleicht bildet Petzval eine Ausnahme. Siehe oben. 

2) S. Finsterwalder, Die von optischen Systemen größerer Öffiiung und größeren Gesichtsfeldes 
erzeugten Bilder, ^xd Grund der Seideischen Formeln untersacht Münch. Abhandl., II. Gl. 17. 

8) A. Eerber, Beiträge zur Dioptrik, 2. Heft, Leipzig 1896. 

4) Die Bilderzeugung in optischen Instrumenten vom Standpunkt der geometrischen Optik, 
bearbeitet von den wissenschaftlichen Mitarbeitern an der optischen Werkstätte von G. Zeiß, heraus- 
gegeben Yon M. y. Rohr, Berlin 1904. 

6) A. Eerber, Die Vereinigungsweite eines Strahles mit Berücksichtigung der 4. Potenz der 
£infallshöhe. Gentr. Ztg. f. Opt. u. Mech. 1886, 7. 
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punkt laufe ein Strahl nach der Mitte der Eintrittspupille ^) des als rotations- 
symmetrisch vorausgesetzten optischen Systemes. Der zunächst allgemein als 
endlich betrachtete Neigungswinkel dieses Strahles gegen die Systemachse sei w. 
Es wird die Abbildung eines um diesen Strahl als Hauptstrahl gruppierten 
wenig geöffneten Buscheis untersucht, dessen tangentiale (in der Einfallsebene 
gelegene) Öffnung durch den halben Öffnungswinkel u, und dessen sagittale 
Öffnung durch v gekennzeichnet sei. Entsprechend einer wachsenden Öffnung 
des Büschels werden die ersten, zweiten, und folgenden Potenzen von u, t; 
berücksichtigt. 

I. Bei der allein von der Hauptstrahlneigung abhängigen Aberration außer- 
achsialer Punkte (Verzeichnung), die realisiert ist, wenn nur die Mitte der Ein- 
trittspupille Strahlen durchläßt, beschränken sich die Verfasser darauf, aus dem 
für endliche Neigungswinkel w giltigen Ansatz Folgerungen allgemeiner Art zu 
ziehen. Die endgiltige Darstellung der Aberration als Funktion der System- 
elemente wird nur unter Beschränkung auf kleine Hauptstrahlneigungen w bis 
zur 3. Ordnung durchgeführt. 

n. Die von der ersten Potenz des Öffnungswinkels (u, t;) abhängigen Aber- 
rationen auBerachsialer Punkte (Astigmatismus und Bildwölbung). Es wird jetzt 
ein so wenig geöffnetes Büschel angenommen, daß nur die ersten Potenzen von 
(u, v) in Betracht kommen. Für die Abweichung des Schnittpunktes eines Strahles 
mit der Gaußschen Bildebene vom G-außschen Bildpunkt wird ein Ansatz für 
endliche Hauptstrahlneigungen gemacht. Es treten hierin die Abstände der 
Gaußschen Bildebene von der tangentialen und sagittalen Auffangebene des 
betrachteten Büschels auf, wo unter Auffangebene die achsensenkrechte Ebene 
verstanden ist, in die die tangentiale oder sagittale Brennlinie des Büschels fallt. 
Nun existiert infolge der hier in Frage kommenden Übergänge zwischen trigono- 
metrischen Funktionen der verschiedensten Art keine brauchbare strenge Beziehung, 
die diesen Abstand für das tangentiale Büschel explizit durch die Strahlelemente 
und Systemelemente ausdrückt. Infolgedessen ist es nicht möglich, die Abweichung 
in der Bildebene als Funktion der Systemelemente und der Elemente des Aus- 
gangsstrahles darzustellen. Denkt man sich diese eine hier noch offene Lücke 
auf irgend eine Weise — etwa durch jedesmalige numerische Ausrechnung der 
fehlenden Größe — überbrückt, so wären damit für endliche Hauptstrahlneigungen 
die Abweichungen durch die Bestimmungsstücke des Systemes und des Ausgangs- 
strahles ausgedrückt. Würde man dann in diesen Ausdruck für w eine Reihen- 
entwicklung einfuhren, die offenbar nur Glieder mit «(;*, u?^, u;*, ... enthalten 
könnte, so würden die Koeffizienten des Gliedes w* die beiden Fehler 3. Ordnung 
des Astigmatismus und der Bildwölbung liefern (in der unten eingeführten 
Bezeichnungsweise sind diese Koeffizienten für das von u abhängige Glied : 2 C + D, 
für das von v abhängige : D). Die Koeffizienten des Gliedes w^ würden identisch 

1) unter Eintrittspapille versteht man das Gaoßsche Büd der Blende, welches alle im Sinne 
der Lichtbewegong vor der Blende liegenden Flächen von dieser entwerfen. 
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sein mit den „seitlichen Bildwölbungen* der Theorie 5. Ordnung (S^ + S^ und S, 
in der unten benutzten Bezeicbnungsweise). 

in. Die von der zweiten Potenz des Öffnungswinkels abhängigen Aberra- 
tionen (Koma). 

Die Lacke, die wir eben bei der Berechnung der Abweichung eines nur sehr 
wenig geöffneten Büschels kennen lernten, bleibt selbstverständlich auch jetzt be- 
steben, wo es sich um weiter geöffiaete Büschel handelt, bei denen auch die zweiten 
Potenzen des Offnnngswinkels zu berücksichtigen sind. Auch hier führen die 
Verfasser die Bechnung endgiltig so weit durch, daß sie für endliche Hauptstrahl- 
neigungen to die Zerstreuungslinie in der tangentialen oder sagittalen Auffang- 
ebene als Funktion der Elemente des Systemes und des Ausgangsstrahles und 
der Lage jener Auffangebenen berechnen. Und dies ist die natürliche Grenze, 
bis zu der das Problem für endliche w überhaupt durchgeführt werden kann. 
Der letzte Schlußstein, um die Streuungen in der Gaußschen Bildebene explizit 
zn erhalten, kann offenbar notwendigerweise nur durch Reihenentwicklungen von 
w eingefügt werden. 

Um die Resultate, zu denen die Herren König und v. Rohr im einzelnen 
gelangen, mit denen zu verknüpfen, die die vorliegende Arbeit entwickeln wird, 
müssen einige Formeln vorweggenommen werden, deren Ableitung sich unten 
findet. So wird sich für die Koma der Ausdruck ergeben: 



(3) 



jy^ = -<y"[y,.i?^(14^cos>)-|-y;(3S, + Äe(l + 2cos>))-|-...], 
j£fj^ = — 2 <y' [y<, -F sin g) COS 9 + yj . Se sin 9 cos 9 + • • •]• 



Hierbei sind Jpi und ^^,, die Abweichungen des Strahlschnittpunktes mit 
der Gaußschen Bildebene vom Gaußschen Bildpunkt, y^ ist proportional dem 
Objektabstand von der Achse, 6 proportional dem Offnungswinkel. jF, /S,, S^ sind 
dem System eigentümliche Konstante, deren Wert als Funktion der Elemente 
des Systems unten gegeben ist. q> ist das Azimut des Durchstoßpunktes des 
Strahles durch die Austrittspupille*), wobei 9 =* die Einfallshalbebene des 
einfallenden Strahles charakterisiert, u entspricht also <y.cos 9, v dagegen <y.sin g>. 

Die Herren Konig und v. Rohr behandeln die Koma im einzelnen folgender- 
maßen : Zunächst wird ein tangentiales Büschel betrachtet, dessen Streuung auch 
nur tangential sein kann, weil das Büschel gauz in der Meridianebene verläuft 
(Koma im engeren Sinne). Der von den Verfassern berechnete Ausdruck für 
die Zerstreuungslinie ist bis auf den mehrfach erwähnten Punkt (die Zerstreuungs- 
linie ist in der Auffangebene und nicht in der Gaußschen Bildebene berechnet) 
identisch mit der von der Theorie 3. und 5. Ordnung angesetzten Reihe: 

^y. = -3ff'[y.JJ'+yJ(S.+SJ + ...], 
Je, = 0, 



1) Die Austriitspapille ist das durch das ganze System vermittelte Büd der Eintrittspupille. 
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die man aas den G-leichangen (3) erhält, wenn man q> = setzt, d. h. ein nur 
tangential ausgedehntes Bäschel die Abbildung ausfuhren läßt. 

Sodann wird ein nur in sagittaler Biehtung ausgedehntes Büschel betrachtet. 
(Rinnenfehler). Da hier im Gegensatz zum tangentialen Büschel die Strahlen 
zum Hauptstrahl windschief verlaufen, wird die in der Bildebene ausgeschnittene 
Figur näherungsweise eine parabelformige G-estalt haben, deren sagittale Aus- 
dehnung jedoch gegen die tangentisde klein sein wird. Dem von den Herren 
König und v. Rohr für die tangentiale Abweichung eines sagittalen Büschels 
gegebenen Ausdruck entsprechen die Werte Jy^ und Jj9^: 

^^^ = 0+..., 

die aus den Gleichungen (3) für g) = 90® folgen. Die zweite dieser Gleichungen 
besagt, daß die sagittale Abweichung eines tangentialen Büschels von höherer 
als der 6. Ordnung ist. 

Schließlich wird noch ein Büschel betrachtet, das sowohl tangential wie 
sagittal ausgedehnt ist, wo dann nur die ersten Potenzen von u und v zu berück- 
sichtigen sind, da im Resultat ihr Produkt u.v auftritt (Dreiecksfehler). Für 
diesen Fall hat man in den Formeln (3) dem Winkel 9 einen Wert zwischen 
0® und 90® zu geben, entsprechend einem bestimmten Verhältnis zwischen u und v. 
Die Abweichung Jz^ entspricht dann der von den Herren König und v. Rohr 
abgeleiteten sagittalen Zerstreuungslinie. 

Allgemein für endliche Hauptstrahlneigungen w gibt es also nach den Herren 
König und v. Rohr drei Komafehler. Durch die Beschränkung auf die Fehler- 
theorie 3. Ordnung, d. h. auf nur die ersten Potenzen von w, vereinigen sich die 
drei Komafehler zu einem, entsprechend dem einzigen Komakoefßzienten F der 
3. Ordnung. Daraus, daß es nur zwei Komakoeffizienten 6. Ordnung, S^ und S^ 
gibt, folgt, daß bei Beschränkung auf die 5. Ordnung von den drei allgemeinen 
Komafehlern zwei identisch sein müssen. 

IV. Die von der dritten Potenz des Öffiiungswinkels abhängigen Aberra- 
tionen außerachsialer Punkte (sphärische Aberration) werden von den Verfassern 
genau ebenso behandelt. Entsprechend den Potenzen u', u'v, uv*^ v^ gibt es für 
endliche Hauptstrahlneigungen w vier Fehler der sphärischen Aberration. Diese 
ziehen sich innerhalb der 3. Ordnung auf einen, die sphärische Aberation (B), 
innerhalb der 6. Ordnung auf zwei, die seitliche sphärische Aberration (S^) und 
den Flügelfehler (S^) zusammen. 

Die bisher erwähnten Bearbeitungen der Theorie optischer Instrumente 
gründen sich sämtlich auf die Verfolgung des Strahlenganges mit Hilfe des 
Brechungsgesetzes und Reflexionsgesetzes. Daneben ist seit altersher eine andere 
Behandlungsweise der Theorie optischer Systeme versucht worden, nämlich auf 
Grund des Eikonalbegriffes ^). So haben besonders Hamilton, Thiessen und zuletzt 

1) Näheres über das „Eikonal^ findet man zu Beginn des § 2. 
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Herr Bmns den Begriff und das Wesen des Eikonales ansfiihrlieh dargetan. 
Herr Schwarzschild ^) bat das Verdienst, kärzlich gezeigt zu haben, daß man auf 
Grund des Eikonalbegriffes nicht nur schnell und übersichtlich den Charakter 
und die Anzahl der Bildfehler erkennen kann, sondern daß auch die praktisch 
wichtigen Rechenformeln, die Ausdrücke für die Seideischen Bildfehler 3. Ordnung, 
sich aus dem Eikonal bequem herleiten lassen. 

Der vorliegenden Behandlung der Bildfehler 6. Ordnung liegt ebenfalls der 
Eikonalbegriff zu Grunde, wodurch vor der Verfolgung des Strahlenganges mit 
HUfe des Brechungsgesetzes der Vorteil erreicht ist, daß die Anzahl und der 
Charakter der Bildfehler 5. Ordnung sich von vornherein übersehen lassen, und 
demnach ihre Berechnung klar und systematisch von statten geht. 



Der Eikonalbegriflf. Reihenentwicklung des Eikonales. Die 

6 Eikonalkoeffizienten 3. Ordnung. 

Charakterisierung der Bildfehler 5. Ordnung^. 

Innerhalb eines optischen Systemes möge von einem Punkt mit den recht- 
winkligen Koordinaten. aJo, ffoj ^o ^^""^ Punkt (x^y y^, z^ ein Lichtstrahl verlaufen. 
Bezeichnet man mit 8 die von dem Strahl in den einzelnen Medien vom Brechungs- 
index n zurückgelegten Strecken, so nennt man nach Herrn Bruns den Ausdruck 
E = Uns ;,Eikonal^. Da es im allgemeinen nur einen Lichtstrahl gibt^ der 
vom Punkt (a?^, y^j ^o) 2™^ Punkt {x^, y^, z^ läuft, kann man E als allein von 
^0) ^0) ^09 ^i> ^19 ^1} abhängig betrachten, also schreiben: 

E = E(x„y,,z,, x,,y,,0,). 

Nach dem Satz vom kürzesten Lichtwege ist die „optische Weglänge*' Uns 
für den wirklichen Strahl ein Minimum im Vergleich zu benachbarten Verbindungs- 
wegen der beiden Endpunkte, die Lichtstrahlen stehen daher überall senkrecht 
auf den Flächen konstanter optischer Weglänge oder konstanten Eikonales. Als 
Variation von E bei einer Verschiebung des Ausgangs- und Endpunktes ergibt 



1) Vergl. K. Schwarzschüd, Untersachimgen zur geometrischen Optik I, Göttingen 1905. 

2) Dieser Abschnitt dient im wesentlichen dazu, die Begriffe, anf denen sich das Spätere auf- 
bauen wird, zusammenhängend einzuf&hren. Er enthält daher bis auf wenige Ausnahmen eine 
abgekürzte Wiederholung der von Herrn Schwarzschild gegebenen Einleitung in die Fehlertheorie 
optischer Instrumente. Vergl. E. Schwarzscbild, Untersuchungen zur geometrischen Optik I, 
Gottingen 1905. 

2 
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sich infolgedessen, wenn man mit fn^^Poyi^ ^uid tn^^p^yq^ die Richtongscosinas 
der Ausgangs- und Endrichtung des Strahles bezeidinet: 

(4) dE = n,{dx,m, + 8y,p,+ 80,q;)^n.{dx,m^ + dy,p, + d0,q;), 

oder anders geschrieben: 

dE dE dE 

dE dE dE 

Ist für ein optisches System E als Funktion von a:^, y«? ^0 ^^^ a?i, y,, 0^ 
bekannt, so kann bei gegebenem Ausgangspunkt (x^^ y^^ b^ und gegebener Aus- 
gangsrichtung (m^yPo, 9o) durch Auflösung der drei letzten Gleichungen der End- 
punkt {x^j y^f ^1) gefunden werden. Man erkennt hieraus die praktische Bedeutung 
des Eikonalbegriffes. 

Um die Singularitäten zu vermeiden, die bei E auftreten, sobald (x^, y^,0^) 
und (x^y yi, 0^ konjugierte Punkte sind, d. h. Punkte, die durch mehrere benach- 
barte Strahlwege verbunden sind, führt man an Stelle von E eine neue Funktion V 
durch die Grleichung ein: 

V =^ E^n,[{x,'-c,)m, + y,p,+0,q,] 

wo c^, Cj zwei Konstanten sind, über die später verfugt werden wird. Die 
Variation von F, das zunächst als von ix^o> tfo) ^oy ^u tfa ^i ^d m^,p^,q^y f^uPi, 2i 
abhängig erscheint, gibt mit Rücksicht auf Gleichung (4): 

aF= -n,[{x,'-€;)dm, + yjp, + 0,8q;\ + n,[{x,^c,)dm, + yjp, + 0jq^l 

V ist also nur von der Anfangs- und Endrichtung des Strahles abhängig. 
Eliminiert man schließlich noch die Großen m^ und m^ durch die Beziehungen 

und bezeichnet man die dadurch entstehende Funktion mit TT, so ergibt sich 
nach kurzer Zwischenrechnung folgendes Gleichangssystem für TT; 

^ = -n.[..-(..-.)|^]. 4F = -n.[.-(..-c.)|^], . 



öp« 



oder, wenn mit Y^, Z^, F,, Z, die Koordinaten des Strahlschnittpanktes mit den 
Ebenen » s= e, und x =s c^ bezeichnet werden: 
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^^ - nr ^^ - nZ 



^^^ dW ^ dW 



— ^9^0J "^T" = **o^o- 



Geometrisch bedeutet die Funktion W, die Herr Schwarzschild „Winkel- 
eikonal^ genannt bat, die optische Weglänge zwischen den Fufipunkten der 
Normalen, die man von den Punkten x = c^ und x =^ c^ der a;-Achse auf die 
Anfangs- und Endrichtung des Strahles fallen kann. W hat ähnlich wie E die 
Minimaleigenschaft, für den wirklichen Strahlweg im Vergleich zu gedachten 
Nachbarwegen, die dieselbe Anfangs- und Endrichtung haben, ein Minimum zu sein. 

Eine weitere Veränderung am Eikonal soll dadurch vorgenommen werden, 
daß die Variabein p^, q^, p^, g^ und Y^, Z^, F^, Z^ durch solche neue ersetzt 
werden, die bei der Brechung an einer Fläche ihren Wert innerhalb der Genauigkeit 
der Gaußschen Dioptrik nicht ändern. 

Wir beschränken uns von jetzt an auf rotationssymmetrische Systeme, deren 

Botationsachse mit der a;-Achse zusammenfallen mag. Für die achsensenkrechten 

Ebenen a? = c^ und x = c^ wählen wir Objektebene und Bildebene nach der 

l 
Definition in der Gaußschen Dioptrik. Ist y^ das Gaußsche Vergrößerungs- 

Y Z Y Z 

Verhältnis zwischen diesen beiden Ebenen, so liefern die Großen -7^» t^> V"» T^ 

^0 *o *i ^1 

eine Gruppe neuer Variabein der gewünschten Art. Diese sollen an Stelle der 
früheren Variabein Fo, Z^, F^, Z^ treten. 

Wir betrachten femer zwei weitere konjugierte achsensenkrechte Ebenen 
X = c^ + Mq und X = c^ + M^^ die mit der Eintrittspupille ^ und Austeitts- 
pupiUe der Gaußschen Dioptrik identisch sein sollen. Sind Y^, Z^ und Y^, Z^ die 

Schnittkoordinaten mit diesen Ebenen, und ist -p- das Vergrößerungsverhältnis 

^0 

Y Z Y Z 

zwischen diesen beiden Ebenen, so liegt es nahe, die Größen "t^> "^> V"' "ä^ 

als Ersatz für die Variabein i?^,, go>Pi> ?i einzufahren. Diese neuen Variabein 
sind mit den alten durch folgende Gleichungen verbunden: 

^Q— ^0 _ Po ^0-^0 _ gp 

Um jedoch zwischen alten und neuen Variabein eine lineare Beziehung zu 

1) Unter Eintrittspapüle versteht man die Ebene, in die das reelle oder virtuelle Bild der 
Blende fällt, welches von allen vor der Blende liegenden Flächen entworfen wird. Die Austritts- 
pupille ist das vom ganzen System entworfene Büd der Ehitrittspupille. 

2* 
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erhalten, empfiehlt es sich, neue Größen T^, Z',, Y[, Z[ dnroh die Gleichungen zn 
definieren : 

r;-r, _ z[-z, _ 

Y^ Z Y* Z" 
Die Größen -y^, -7^1 "t"? -t^> die ebenfalls bei der Brechung an einer Fläche 

^0 ^0 *i ^1 
innerhalb der G-enauigkeit der Gaußschen Dioptrik konstant bleiben, sollen als 
zweite Gruppe neuer Variabeler dienen. 

Unter Hinzufügung eines Faktors, der sich später als praktisch erweisen 
wird, wählen wir das System neuer Variabeler y, ^, ij, g: 

^'- \ M, ' ''" \ M, ' 
flo = 1 — r-p--Po> fo — 7 — r-j— -So» 

Biese Yariabeln y, g, ti, t sollen mit Herrn Schwarzschild als „Seideische 
Variable" bezeichnet werden, weil sie mit den von L. Seidel benatzten nahe 
verwandt sind. Die ümkehrong der Gleichungen (6) gibt in Rücksicht aof die 

leicht zu verifizierende Beziehung ' ' ' = '-i ' 



K 






^ M 



K „ Vi 



y^ = y^ 
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Qi 


= 




•e.- 

M, 


»1*1' 


^. 




«0- 






^. 


= 


»X- 







Das zugehörige ;,Seidelsche Eikonal^ S bilde man aus dem Winkeleikonal 
vermöge der Gleichung 

(8) s= Tr+^._i^_^.-yLh^+y,(,._,^+^.(g,-j^, 

wobei der quadratische Zusatz gerade so gewählt ist, daß die Yariationsgleichung 
von S folgende einfache Gestalt annimmt: 
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(9) 88 = ay,(Tl,-iJ^ + dir,(e.-g,) + *,.(y,-yj + de.(^,-4rj, 

oder anders geschrieben: 

dS I dS 

^ ^ . _ . _ . dS dS 



Das Seideische Eikonal S ist also eine Fnnktion allein der vier Yariabeln 
Voj ^91 Vi9 Sr JDiö Differentialquotienten von S geben unmittelbar die Abweich- 
ungen der Punkte, in denen der Strahl die Austrittspupille und Bildebene durch- 
stoßt, von ihrer aus der Gaußschen Dioptrik folgenden Lage. 

Versucht man das Seideische Eikonal für ein optisches System streng aus- 
zurechnen, so stößt man sehr bald auf algebraische Schwierigkeiten. Man greift 
deshalb allgemein zu Reihenentwicklungen. We^en der Rotationssymmetrie 
können in diesen Reihen nur Glieder gerader Ordnung in bezug auf die Seidei- 
schen Variabein y©» ^o> flu Si vorkonmien. Erinnert man sich ferner daran, daß 
innerhalb der Gaußschen Dioptrik ffo '^ Vi, Vo =" Vu ^^^ damit nach den 
Gleichungen (10) S = const. wird, so erkennt man, daß in der Reihenentwicklung 
für S Glieder 2. Ordnung nicht enthalten sein können. Die Entwicklung lautet 
also^): 

S = S<« + S<« + S^«> + .... 

Die Glieder Sf^ umfassen die Theorie der Fehler 3. Ordnung, S^^ die der Fehler 
5. Ordnung u^. w. 

Führt man zur Abkürzung ein 

(11) B, = yl + ^oy Qi = V\ + il «Ol = »ofli+^oSi, 

so sind jRo) 9n «oi ^^^ rotationssymmetrischen Systemen die einzigen Verbindungen, 
in denen die Seideischen Variabein auftreten können. 

Für die Koeffizienten von ff^ sollen mit Herrn Schwarzschild folgende 
Bezeichnungen gewählt werden: 

(12) 5«« = -:^.El-^Q\-Cx,\-^B,9, + EB,x,, + F(f,x,,. 

Die Ausführung der Differentiation nach den Gleichungen (10) ergibt, wenn 
man zur Vereinfachung den Objektpunkt in die a;y-Ebene legt, sodaß ^er^ = wird : 

^t = fi [B {n\ + Vd + J>yl - 2Fyo Vil 

Die Verschiebungen y^ — y^ und -e^, der Schnittpunktkoordinaten eines Strahles 
gegen die aus der Gaußschen Dioptrik folgenden Werte hängen hiemach von 



1) Der konstante TeU 8<^^ kann nnberücksichtigt bleiben, da er bei der Differentiation wegfällt 
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den fünf Koeffizienten B^ 0, D, E nnd F ab. Jeder dieser Koeffizienten entspricht 
einem Seideischen Bildfehler 3. Ordnung, nnd zwar B der sphärischen Aberration, 
F der Koma, C und D dem Astigmatismus uud der Bildwölbung, E der Ver- 
zeichnung^). 

Um eine anschauliche Darstellung der numerischen Größe der einzelnen Bild- 
fehler durch handliche Zahlen zu erhalten, verfahre man folgendermaßen: Zur 
Kennzeichnung eines bestimmten Strahles mögen die Zahlen g und v eingeführt 
werden. Wenn wir uns von jetzt an auf unendlich entferntes Objekt beschränken, 
soll g dem Winkelabstand des Objektes von der Achse proportional sein und 
3® Objektabstand zur Einheit haben, v soll dem ÖflFnungsverhältnis proportional 
sein mit ^ als Einheit. Man fähre femer die ;, numerischen Fehler^ 3. Ordnibg 
WjF^jV] !^und E durch folgende Definitionsgleichungen ein^: 

+ F=+3F^.tgS^^ = +8i:iF.f, 

(13) +C = +2C^.^'3^^-p, = +567C./; 

+ F= +22)^.^'3^-^ = +56:7D.r, 

+ E = +E'tg'Q'^^ = +29:7. -E, 

wo f die Brennweite des Systemes bedeutet. Die Zahlenfaktoren sind so gewählt, 
daß man unmittelbar folgende von den einzelnen Fehlem herrührenden „Streu- 
ungen** in ihrem auf das Objekt zurückprojizierten Werte in Bogensekunden erhält: 

Bv* ist der Durchmesser des Zerstreuungskreises der sphärischen Aberration. 

^v*g ist die radiale Erstreckung der Koma (die tangentiale Erstreckung 
beträgt V« der radialen). f 

{2C + ^)vg* und 'Dvg* sind die radiale und tangentiale Ach^iey der durch 
Astigmatismus und Bildwölbung erzeugten Ellipse. / 

Eg^ ist die Verzeichnung. / 

Die Koeffizienten B, F, C, D, E eines zentrierten Linsensystemes gibt Herr 
Schwarzschild in der Form*): 



1) Über den Charakter dieser Bildfehler 3. Ordnung vergl. K. Schwarxschild, üntersachungen 
zur geometrischen Optik I, pag. 14 und 16. 

2) Die hier definierten „nmnerischen Fehler sind absolat genommen dieselben wie die von 
Herrn Schwarzschild benatzten, haben jedoch zum Teil entgegengesetztes Zeichen. 

8) Vergl. E. Schwarzschild, Untersuchungen zur geometrischen Optik XU, pag. 8. 
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(W) 



2i? = s*? h-^--^^+{~-id''*^'' 

Dabei haben die Zeichen folgende Bedeutung, die auch in der vorliegenden Arbeit 
durchweg beibehalten werden soll: 

n, ist der Brechungsindex des Mediums hinter der t-ten Fläche. 

r^ ist der Krümmungsradius der i-ten Fläche, positiv für gegen das einfallende 
Licht konvexe Flächen. 

8^ beziehungsweise 8[ sind die Abstände des Gaußschen Bildes der Objekt- 
ebene, das von den « — 1 ersten beziehungsweise i ersten brechenden Flächen 
entworfen wird, vom Scheitel der t-ten Fläche (positiv, wenn dieses Gaußsche 
Bild im Sinne der Lichtbewegung vor dem Flächenscheitel liegt). 

A|. Die ;,Schnitthöhen^ \ sind durch die Gleichungen bestimmt 

"T" — "T7~7 ^x — 



K ~ S[ ' "'- 8,^t,' 

WO t^ den Abstand der Eintrittspupille vom ersten Flächenscheitel bedeutet 
(positiv, wenn die Eintrittspupille vor der ersten Fläche liegt). Im Sinne der 
GauBschen Dioptrik sind die Großen h^ den Achsenabständen proportional, in 
welchen die einzelnen brechenden Flächen von einem Strahl getroffen werden, 
der von der Mitte der Objektebene ausgeht. 
K^ ist die ;,Abbesche Li Variante": 



— (i-i)-.(^^)- 



k^f die einzige Große, die bei unendlich entferntem Objekt die Blenden- 
Stellung in die Gleichungen einfuhrt, ist durch die Beziehung definiert: 

V 






^ / 



; .', I.W ;f -f - - -V / ■ \J 
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dt ist hierin der Abstand zwischen den Scheiteln der i-ten und (i + l)-ten 
Fläche, also \- ^ 

Für nichtsphärische Flächen ist eine Deformation b^ so eingeführt , daß 

-^^ die Abweichung der Fläche von der Kugel mit dem Radius r im Abstand 

-y y von der Achse angibt. Positives h^ besagt eine nach dem Rande zu wachsende 
i Flächenkrümmung. 

Die Koeffizienten 3. Ordnung lassen sich noch etwas übersichtlicher und 
kürzer schreiben, wenn man folgende Abkürzungen einführt, die sich auch später 
bei der Berechnung der Koeffizienten 5. Ordnung als nützlich erweisen werden: 

(15) *' = ^+^' ^'^O^ k, + f:-. 

111 ' "• ' 

aß) ^' = ^+ir+^' 

<i7) ö'. = ^{{-t) 

Dadardi wird 

/ 1 1^\ ^ jp/ 1 L+_L_+^^ \ L\ 

und 

KiJL^n = _i L+_i L 

^ g/, 1 / 1 1 \ 

Mit Hufe hiervon nehmen die Koeffizienten JB, JP', (7, D und JE? die Formen an: 
(18) 2C = SÄt*![^^^^^^^ + ö./icj] , 
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Beaditet man die Beziehung 

80 erhält man fOr spharisclie Flächen (b^ = 0) folgende zur nnmerischen Rechnnng 
bequemen Fonneln: 

(19) 2C = ^(Jc,c;)\2B,, 

22) = 2C + S— (-^ — ), 

2E = 5:*i<5.»22),. 
i 

Die vierte dieser Gleichungen enthält das Petzvalsche Theorem, wonach für ein 
von sphärischer Aberration, £oma und Astigmatismus freies System ein scharfes 
Bild auf einer Fläche entsteht, deren reziproker Krümmungsradius 



T r, U<.x wj 



ist. 

Der Koeffizient A der in Gleichung (12) angesetzten Reihenentwicklung von 
S^ ist innerhalb der Theorie der Bildfehler 3. Ordnung bedeutungslos, da er bei 
der Differentiation nach den Seideischen Variabein ri^ und ti herausfallt. In der 
Theorie der Fehler 6. Ordnung tritt er jedoch auf, und deshalb möge sein Wert 
gleich hier abgeleitet werden. Dem Ausdruck, den Herr Schwarzschild für das 
Seideische Eikonal Sf^ einer brechenden Fläche berechnet, entnehmen wir den 
Koeffizienten A in der Form^): 

+ (X-i)-(^-;^).' 

Hierin sind t und if — entsprechend wie oben s und $' — die Gaußschen Schnitt- 
weiten eines von der Mitte der Eintrittspupille ausgehenden Strahles yor und 
nach der Brechung an der Fläche (positiv, wenn der Schnitt des Strahles mit 
der Achse vor der Fläche liegt). L ist die Invariante: 

Durch die oben eingeführten Abkürzungen vereinfacht sich der Ausdruck für A 

1) VergL E. Schwarzschfld, Untersachungen zur geometrischen Optik I, pag. 28. 

3 



&■ 
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^ wesentlich. Man wird zunächst die von der BlendensteUnng abhängigen GhrSfien 

t und t' durch die Beziehungen eliminieren: 

JL = gc 1 



c , £— 1 

o • Z » 



und 



Dadurch wird: 






J 1_ ^ ^/J 1 \ c-1/1 1\ 



_ G£ G_ c-1 
und 



s _^ (1 1 \ . o c-1 /1 1\ . fe-l\ *{ 8 s'\ 



Gf ^o c-1 (? , /c-l\* »-«' 



= c«:^ + 2c 



^-(^)' 



Ä^ ^ r Ä* ' \ r ; JTr 

» -^.[G/'c« + 2öc^-ö.i^(c-l)']. 

Die EinffibroDg dieser Werte in den Ausdruck für A gibt nach kurzer Zwischen- 
rechnung: 

^ = ^{n,-n:i + Gfc* + 2a^<?{c-ir-G^{c-V,\ 

Für ein aus mehreren brechenden Flächen bestehendes System setzt sich der 
Gesamtkoeffizient A additiv aus den Einzelkoef&zienten zusammen, also 

(20) A = iSÄ;*j[M2i^)+(?./;cj + 2Gf.^c;(c.-l)'-ö,-^(c.-l)*]. 

Es sei hier noch auf eine in Praxis häufig vorkommende Singularität des Koeffi- 
zienten A aufmerksam gemacht. Ist für irgend eine Fläche des Systemes s^ s» oo, 
so wird auch der Koeffizient A^ unendlich. Es wird sich jedoch unten zeigen, 
daß der Koeffizient A^ bei der Berechnung der Fehlerausdrücke 6. Ordnung filr 

eine einzelne Fläche nur in der Verbindung A^ — auftritt, die für «< = c» den 

festen Wert annimmt: 

(21) k-l] =+ii^- 



^ 
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Bei der Zasammenseiznng mehrerer Flächen tritt A^ auch ohne diesen Faktor 

— auf, aasgenommen jedoch A^. Man kann sich also auch hier stets helfen, 

indem man nötigenfalls das System in einzelne Teile zerlegt, die man einzeln 
untersucht. 

Wir gehen jetzt zur Theorie der Bildfehler 6. Ordnung über. Dazu haben 
wir uns aus der Reihenentwicklung des Eikonales die Grlieder herauszusuchen, 
dje die Variabein y©» ^oi Vv ßi ^^ ^^^ 6. Potenz enthalten. Unter Beibehaltung 
der durch die Gleichungen (11) eingeführten Abkürzfingen JRof Qd ^oi wollen wir 

— abweichend von Herrn Schwarzschild — die Koeffizienten des Eikonales 
6. Ordnung folgendermaßen bezeichnen: 

(22) /S^« = S,.Rl + S,.BlQ, + S,.Rlx,, + S,.B,Ql + S..R,Q,x,, + S..IlXi 

wobei für die Zählweise der Indices die Dimension der einzelnen Glieder in 
bezug auf y^, den Abstand des Objektes von der Achse, maßgebend ist. Die 
Differentiation nach Gleichung (10) ergibt, wenn man wiederum den Objektpunkt 
in die a?y-Ebene legt, sodaß ^o = wird: 

^«"^^ = -^ + 2ij,[S,j^o+25,yj(i2!+ßD+fi^.y;i2,+3s,(i?;+t!)* 

(23) +yo[8yo+S.yl{v\+tr) + ^S,ylri, + SM + Vy 

+ 28,y,riM + Vd + SS,ylfiW, 

+ 2S,yoV^{nl+VJ+sxrf:\. 

Den 9 Koeffizienten 8^^ bis Sg entspricht je ein unabhängiger Bildfehler 6. Ord- 
nung, um sie einzeln zu charakterisieren, setzt Herr Schwarzschild alle Koeffi- 
zienten bis auf einen gleich Null, und betrachtet dessen „Aberrationskurven** d. s. 
die Schnittkurven, in denen ein vom Objektpunkt ausgehender, die Austrittspupille 
in einem Kreise schneidender Strahlenkegel die Gaußsche Bildebene durchdringt. 
Führt man in der Austrittspupille Polarkoordinaten ein durch die Gleichungen: 

fj^ SS 6C0Bq>j gl = 6amq>, 

80 beschreibt der Punkt y^, ^i in der Gaußschen Bildebene eine solche Aberrations- 
kurve, wenn man 6 festhält und 9 den Umkreis durchlaufen läßt. Der Wert 
von 6 kennzeichnet dabei das Öffnungsverhältnis. Setzt man noch zur Abkürzung 
Vi — yo = ^Vt ^^^ ^i = -^^i> flo ergibt die Isolierung der 9 Bildfehler 5. Ord- 
nung: 

a) S^^O. Sphärische Aberration zweiter Stufe. 

Jy^ = — 6iSi^cosg), 

J0i = — ßS^^sing). 

3* 
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Die AberrationskjKMrven sind Kreise, deren Radios unabhängig von dem Orte des 
Objekts ist und mit der 5. Potenz der Oeffnung des Instrumentes wächst. 

b) 5,^0, Eoma zweiter Stufe. 

Je^ = — iS,yo^»4sing)COsg). 

Die Aberrationskuryen sind Kreise vom Ra- 
dius 2S,yo^r welche zWei unter einem Winkel 
von 41f8 (sin41f8 = f) gegen die y- Achse 
geneigte Gerade berühren (Fig. 1). 
c) 5,^0. Flügelfehler. 

JVi = --2S;yJ^cosg)(l + cos*g)), 
Fig. 1. Jz^ = — 2S,yJ^cos*g)8ing). 

Die Aberrationskurven werden flügelähnliche Kurven 6. Ordnung (Fig. 2). Die 
Kurven, die zu demselben Objektpunkt gehören, haben denselben Knotenpunkt und 
unterscheiden sich nur durch ihre Dimension. 

d) S^'^0. Seitliche sphärische Aberration. 

Jy^ = -45^yXcosg), 
Jg^ = — ifif^yj^sing). 

Die Aberrationskurven sind Kreise, deren ftadius mit dem Quadrat 
des Achsenabstandes und der dritten Potenz der Öffnung wächst. 

e) S^ ^ 0. Pfeilfehler. 

^Vi = -S/S^yjcr'cos^, 

Pig.2. ^^• = «' 

Die Aberrationskurve besteht aus einem geraden Strich, der sich von dem Gktuß« 
sehen Bildpunkt aus nach einer Seite zu erstreckt. 

f ) ^6 ^ 0. Seitliche Koma. 

^yi = -S.y;(^(l + 2cos»9)), 

J0^ = — fi>eyJ<y*.2sing)C0sg). 

Die Aberrationskurven sind Kreise, welche zwei unter einem Winkel von 80^ 
gegen die y- Achse vom Gaußschen Bildpunkt ausgehende Gerade berühren. 

g) h) 5,^0 und 5,^0. Seitliche Büdwölbungen. 

Jy, = -2(8, + S;)t/l6 cos % 
Jz^ = — 2S,.yJirsing). 
Die Aberrationskurven dieser beiden Fehler zusammengenommen sind Ellipsen. 
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i) Sf^O. Seitliche Yerzeich^jjing. 

Jg, = 0. 

Dieser Fehler stört die panktförmige Abbildang nicht, er ändert nnr die Ter- 
Eeichnung. 



§3. 

Die Ausrechnung der Eikonalkoeffizienten 5. Ordnung 
für eine brechende Fläche. 

Wir gehen Domnelir dazu über, die Koeffizienten des Seidelscben Eikonales 
6. Ordnung für eine brechende Fläche abzuleiten*). 

Nehmen wir zunächst eine £ugelfläche an, so lautet deren Grleichung 



(24) x-a = r-Vr^^-r*-^ 

worin a die Abscisse des Scheitels, r der Radius der Fläche ist. Die a;-Achse 
möge im Sinne der Lichtbewegung positiv gezählt werden, und r sei positiv für 
eine gegen aufPallendes Licht konvexe Fläche. 

Wir bilden das Winkeleikonal W dieser Fläche auf Grund seiner oben an* 
gegebenen geometrischen Eigenschaft. Ist P der Schnittpunkt eines Strahles mit 
der brechenden Fläche, und sind N^ und N^ die Fußpunkte der Lote, die man 
von den Punkten x ^= c^ und o? = c^ auf den einfallenden und gebrochenen 




Fig. 8. 



1) Die Resultate der folgenden Entwicklnng können ohne weiteres anch auf spiegelnde Fl&chen 
angewandt werden, wenn man ffXr die Brechnngsindices vor und hinter der Fl&che + ^ ^^d — 1 
setzt. 
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Strahl fallen kann, so ist 

wo n^ nnd n^ die Brecbnngsindices vor und hinter der Fläche bedeuten. Sind 
femer, wie früher, tn^,p^j q^^ und m^^p^f q^ die Richtungskosinus des Strahles vor 
und nach der Brechung, und X, F, Z die Koordinaten des Punktes P, so ist 

(25) Tr= n,[(Z-c,)m,+ rpo + ^3o]-«i[(3:-Om,+ Fp. + ^jJ. 

Fassen wir unser Endziel, das Seideische Eikonal als Funktion der Seideischen 
Variabein zu berechnen, ins Auge, so erkennen wir, daß der nächste Schritt sein 
wird, TT als Funktion allein der Variabein fn^,p^, q^ und fn^,Pi, g^ darzustellen, 
d. h. die Koordinaten X, T, Z zu eliminieren. Da der Punkt P (X, F, Z) auf der 
brechenden Fläche liegt, gibt die Flächengleichung (24) eine Grleichung für diese 
Elimination, mit deren Hilfe wir zunächst X eliminieren wollen. Fähren wir 
für die Abstände der Ebenen X = c^ und X = c^ vom Flächenscheitel die Be- 
zeichnungen ein 

so geht Gleichung (25) über in : 



TT- n,[{8 + r^\/r'^Y'^Z')fn,+ Tp, + Zq,] 
«n,[(5' + r-0^-r^-Z»)m,+ rft + Z8j, 
oder, wenn man die Abkürzungen 

(26) n,p,^n,p, = P, 

einführt: 

(27) Tr= n,m,8^n,m,8' + M{r--^r'--ir-Z') + P.Y+Q.Z. 

Die beiden noch fehlenden Gleichungen, die die Elimination von Y und Z er- 
möglichen, muß das Brechungsgesetz liefern. Bezeichnet man mit l^tlpt lg ^® 
Riditungskosinus des Einfallslotes, und mit t^ und i^ den Einfalls- und Brechungs- 
winkel, so führt eine einfache geometrische Betrachtung^) das Snelliussche 
Brechungsgesetz n^sinio ^ n^sintj in die symmetrische Form über: 

n^m^ — w^titj = (w^cost'o-n^cosiJJ,, 

WoPo-^iPx = (noC08io-WiCOsii).Iy, 

Woffo- ^i8i = K cos to - Wi cos t\) .?., 
oder mit den in den Gleichungen (26) eingeführten Abkürzungen: 



1) Vergl. z.B. Heath, Geometrische Optik, deutsch Ton B. Eanthack, BerUn 1904, pag. 20. 
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Für unsere sphärisohe Fläche sind die Bichtungskosinus Izj^yj \ des Einfalls- 
lotes: 





^, = 


-Sjr». 


r 


z* 


1 




^,= 












?. = 


+ z 

r ' 








also werden die Breohnngsgleichangen: 








(29) 


M 




P 

~ r 


= 


« 


-\lr*-Y 


*-Z* 


z 



woraus sich unmittelbar ergibt: 






also 

rP 



r= ± 



+ Y^r»-r"-Z' =: qp 



rM 



Setzt man diese Werte in Gleichung (27) ein, so erhält man : 



über das Vorzeichen der Quadratwurzel entscheidet man leicht, indem man den 
längs der :v-Achse laufenden Strahl betrachtet. Der geometrischen Bedeutung 
von W entsprechend muß für diesen Spezialfall W = n^^s — n^sf werden, also 
ist, wenn man die Quadratwurzel positiv rechnet: 



(30) W = n^m^s-n^m.s' + r.M-rSlM^ + t^ + Q* 



Von diesem Ausdruck, der das Winkeleikonal einer sphärischen Fläche streng 
gibt, werden wir keinen weiteren Grebrauch machen. Es empfiehlt sich nämlich, 
von vornherein eine Abweichung der brechenden Fläche von der Kugelgestalt 
zuzulassen, da der dadurch bewirkte Mehraufwand an Arbeit gering ist Um 
diese Abweichung bequem einzufuhren, entwickeln wir die Kugelflächengleichung 
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(24) in eine Reihe bis zu Gliedern 6. Ordnung in T und Z: 

(«»1) -«• = «+ 2r + 8? + 16r» ' 

und schreiben dafür als Gleichung der „deformierten" Flache: 

(82) x_«+I^+(I!H^(l+», + lZ;+|T(j^,,, 

worin wir b and V als Deformationen 3. und 6. Ordnung bezeichnen wollen. 
Diese Deformationen b und b' sind innerhalb der betreffenden Größenordnungen 
nichts anderes als die Abweichung der deformierten Fläche von der Kugel, ge- 
messen in Richtung der Achse. Als Einheit dient bei der Deformation 3. Ord- 
nung der Abstand von der Eugel bis zu dem im Scheitel gleich stark ge- 
krümmten Botationsparaboloide, bei der Deformation 6. Ordnung der Abstand 
von der Eugel bis zu der durch Gleichung (31) gegebenen Botationsfläche, wenn 
man darin das letzte Glied 6. Ordnung wegläßt. Positives b und V bedeuten 
nach dem Bande zu wachsende Flächenkrümmung. . 

Wir bilden das Winkeleikonal für diese deformierte Fläche, indem wir 
Schritt für Schritt wie oben bei der sphärischen Fläche verfahren. Aus der 
Flächengleichung (32) setzen wir zunächst X in den allgemeinen Ausdruck des 
Winkeleikonales W der Gleichung (25) ein und erhalten : 

Wie oben sind nun T und Z mit Hilfe des Brechungsgesetzes zu eliminieren. 
Da die Brechungsgleichungen für die deformierte Fläche innerhalb der beabsich- 
tigten Genauigkeit nicht mit denen der sphärischen Fläche übereinstimmen, 
kann man es nicht umgehen, die Brechungsgleichungen neu abzuleiten. Schreiben 
wir die Gleichung der deformierten Fläche: 

= fix, Y,Z) = a-X+?l±^+ ^^+P\ l+l) + ^^^^±^il + b% 

80 sind die Bichtungscosinus ihrer Normalen: 



' ~ dX ~ ' 

I. = ».^-».Z.[i+I^(l + 6)+...], 

wobei X ein uns gleichgültiger Proportionalitätsfaktor ist. Die Brechungs- 
gleichungen (28) werden dadurch: 



(34) ^^ '^ ^_^ 

~ ^ 
Hieraus sind Y und Z bis zur nötigen Genauigkeit zu berechnen. Man kann 
sich bei dieser Berechnung die Mitnahme Ton Gliedern ersparen, welche in ihrer 
Summe doch herausfallen müssen, wenn man sich der Minimaleigenschaft von W 
erinnert. Da das Winkeleikonal TT für den wirklichen Lichtstrahl im Vergleich 
zu gedachten Nachbarwegen, die dieselbe Ausgangs- und Endrichtung haben, ein 
Minimum ist, gehen kleine Änderungen von Y und Z nur quadratisch in W ein. 
Um W bis zur 6. Ordnung genau zu erhalten, ist es daher ausreichend, Y und 
Z als Funktion von M, P und Q bis einschließlich zur 3. Ordnung genau zu 
berechnen. Wir berechnen demnach Y und Z aus den Gleichungen (34) folgen- 
dermaßen genau genug : 

1 + 6 P'+y y.l _ ^Zr 






Wir bilden gleich die in Gleichung (33) einzusetzenden Verbindungen von Y 
und Z, indem wir wohl beachten, daß von den nur bis zur 3. Ordnung richtigen 
Y und Z die Quadrate und höheren Potenzen bis zur 6. Ordnung genau zu 
bilden sind: 

(Y'+ZJ = '•{^^)', 

Die Einsetzung dieser Werte in Gleichung (33) gibt nach kurzer Zwischen- 
reohnung : 

W^ n,m,s-n,m,s -r ^ [* " -§ ^~+\""8 i6~J A^^jJ' 

oder, wenn zur Abkürzung gesetzt wird 

(35) 2(l + 6)'-(H-J') = 1 + 6". 

(36) W = n^m,s-n,m,s'-r—^ [^~~8 M^" + ~16~ A~M^~j 1 " 
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Für b = b' =: wird, wie es sein muß, dieser Ausdruck des Winkeleikonales 
identisch mit dem in Q-ieichung (30) für die sphärische Fläche gegebenen, wenn 
man in letzterem die Quadratwurzeln bis zu G-liedem 6. Ordnung entwickelt. 

Der nächste Schritt wird jetzt sein, aus dem Winkeleikonal die Richtungs- 
cosinus m^ und m^ und die daraus gebildete Größe M durch die Beziehungen 

fnl+pl + g^ = 1 
und 

fnl + pl + q\ = 1 

zu eliminieren. Zur Abkürzung werde eingeführt: 

(37) pl+ql = 61, pl + qi = 6\. 

Indem wir stets auf die zur Einsetzung in Q-leichung (36) nötige (jj-liederanzahl 
achten, erhalten wir folgende Entwicklungen: 



^ = noW^-n^w, = n^-n,- J(n^<^-w,ij?)-i(no<rt-n,<rt)-^,-(Wo<yS-nj<yj), 

Hiermit ergibt sich aus (36) folgender endgiltige Ausdruck für das Winkeleikonal 
als Funktion der Variabein PojQojPuii' 

(38) W = n^s-n,s'-i{n^siA-n,s'6\)--i{n^s6i-n^s'6t)-^(%s6l-n,s'6() 

Es sind darin alle Glieder bis einschließlich zur 6. Ordnung enthalten. 

Man hat jetzt die Variabein Po>9ojPi,9t durch die Seideischen Variabein 
Voi ^oi Vti i\ 251 ersetzen, um dann vom Winkeleikonal W durch Addition eines 
quadratischen Ausdruckes gemäß Gleichung (8) zum Seideischen Eikonal S über- 
zugehen. Die Gleichungen, welche die Seideischen Variabein mit l?o) SojPi» 3i 
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verbinden, sind nach (7): 

— -- ^/i ^ 1 j ^1 — Ttr fei 







o'^o 



Jtf, '' n,A/ ^^ ^ Jf, *^^ n,X, 

Hierin sind noch iJo« 5o> ^u ^i durch ^o» ^o» ^u fi zu ersetzen. Erinnern wir uns 
der Bedeutung der Seideischen Variabein, so waren bis auf unwesentliche Fak- 
toren y^, 0^ und yj, e^ die Koordinaten des Schnittpunktes des Strahles mit der 
Objektebene und Bildebene, i^o, g^ und iy,, g^ die Schnittpunktkoordinaten in der 
Eintritts und Austrittspupille. Die 8 Seideischen Variabein sind demnach nicht 
unabhängig von einander, sondern durch die Bedingungen verknüpft, daß erstens 
der Strahl vor der B/rech^ung und der Strahl nach der Brechung auf ein und 
denselben Funkt der brechenden Fläche hinzielen, und daß zweitens die Strahl- 
richtungen vor und nach der Brechung dem Brechungsgesetz gehorchen. Die ana- 
lytische Formulierung dieser Bedingungen muß die nötigen Gleichungen liefern, um 
vier der Seideischen Variabein durch die vier anderen auszudrücken, und dies 
wäre der natürlich gegebene Weg, yt> ^u ^o> So zu eliminieren. Diese Elimination 
gestaltet sich jedoch wesentlich eleganter, wenn man sie mit Hilfe der grund- 
legenden Differentialgleichungen des Eikonales ausführt, die nach (10) lauten: 

dS ^ ^ dS 



dS dS 



(40) 

Für jS führen wir wie oben die Eeihenentwicklung ein 

Wieviel Glieder dieser Reihenentwicklung haben wir in den Gleichungen (40) zu 
berücksichtigen? Aus den Gleichungen (39) ist zu ersehen, daß es nötig ist, 
%> &)> ^i» ^1 Ws zur 5. Ordnung genau als Funktion von y«» ^o» ^i> fi zu berechnen, 
wenn die in das Winkeleikonal (38) einzusetzenden Quadrate von p^j q^,p^j q^ 
bis zur 6. Ordnung richtig sein sollen. Das würde bedeuten, in den Gleichungen 
(40) ist die Reihenentwicklung für S bis einschließlich S^^^ einzuführen. Da wir 
aber S^^^ gerade erst berechnen wollen, scheint es, als ob wir auf diese Weise 
zu einer komplizierten Differentialgleichung für 5^*^ kommen. Diese Verwicklung 
des Problems muß sich jedoch vermeiden lassen, wie schon daraus zu erkennen 
ist, daß die oben angedeutete Elimination von kJq) toj Vn ^i ^^^ Benutzung des 
Brechungsgesetzes nicht auf Differentialgleichungen führen kann. Und in der 
Tat greift hier rettend eine Minimaleigenschaft von 8 ein. 

Bei der Betrachtung dieser Minimaleigenschaft wollen wir uns der beque- 
meren Ausdrucksweise wegen auf die x^-Ebene beschränken, es sei also /s^ = £f^ 
= g^ = f^ = 0. Wir haben in Gleichung (38) das Winkeleikonal W als 
Funktion der beiden Variabein p^ und p^ berechnet {q^ = q^ = 0). Durch zwei 

4* 
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Gleichungen (39) werden an Stelle der 'zwei Variabein p^jP^ die vier Variabein 
yojytjVoiVi eingeführt. Hält man daran fest, daß Voi Vtj Voi Vi die oben defi- 
nierten Seideischen Variabein sind, so sind zwei von ihnen durch das Brechungs- 
gesetz an die beiden anderen geknüpft. Wenn man mit Hilfe dieser Beziehung 
1^0, Vi durch ^0» '^i ausdrückt, und durch Addition des quadratischen Ausdruckes 
gemäß Gleichung (8) von W zxx S übergeht, erhält man das Seideische Eikonal 
als Funktion nur der beiden Variabein y^ und ly^. Im Gegensatz hierzu ver- 
fahren wir folgendermaßen : Wir ersetzen im Winkeleikonal die beiden Variabein 
p^ und p^ nach (39) durch die vier Variabein y©» ^i» ^i» So» addieren zu W nach 
(8) den quadratischen Zusatz, und erhalten so eine rein formale Funktion S, 
abhängig von den vier Variabein ^oj ^i» %? Si- ^^^ diesen vier lassen wir zwei, 
nämlich y^ und ly^ , mit den oben definierten Seideischen Variabein identisch sein, 
über die beiden anderen verfugen wir aber willkürlich, indem wir folgende Werte 
an Stelle von (40) für sie einsetzen 



dS'"' es 



(4) 



% = Vi^-ÄZ^^ Vi = »0 



Auf diese Weise eliminieren wir aus der Funktion S(jf^, r^^, ki^, y^ die beiden 
Variabein % und ^j, jedoch nicht so, wie es das Brechungsgesetz verlangt, 
sondern durch eine willkürliche falsche Substitution, unsere rein formal er- 
rechnete Funktion iS(yoj ^i) ist daher nicht mit dem Seideischen Eikonal des 
wirklichen Lichtstrahles identisch, sondern sie hängt noch von der willkürlichen 
Wahl jener falschen Substitution ab. Da die von uns gewählten ri^^ y^ sich von 
den Seideischen Variabein um Größen 6. Ordnung unterscheiden, ist zu erwarten, 
daß unsere Funktion S von dem Seideischen Eikonal um Größen 6. Ordnung 
verschieden ist. Dies ist jedoch wegen einer Minimaleigenschaft von S nicht 
der Fall, wie folgendermaßen leicht einzusehen: Unsere formale Funktion S hat 
nach ihrer Definition die Gestalt: 

S = W(if,, f],, tj,, y^) + JW(if,, %, fi„ y,\ 

wo ^ TT den quadratischen Zusatz nach Gleichung (8) bedeutet. Da wir die vier 
Argumente als von einander unabhängig ansehen, können wir allein i^^, y^ vari- 
ieren, während y^, ri^ konstant bleibt: 

dS = dW+d(JW). 
Nach (B) ist: 

JW hat nach Gleichung (8) den Wert: 
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also 

M 

daher 

dS = 0, 

abgesehen von quadratischen und höheren Gliedern von dtj^ und dy^. Wir 
können also bei festgehaltenem y^j i^i die Variabein %, y^ unserer formalen 
Funktion um Größen 5. Ordnung ändern, S wird sich dann nur um die 10. Ord- 
nung ändern. Ein solcher Übergang, wo i^^, ^j nur um Größen B. Ordnung ge- 
ändert werden, genügt aber, um die gewählte falsche Substitution zu einer 
richtigen zu machen, d. h. also, um von der physikalisch bedeutungslosen for- 
malen Funktion S zum Seideischen Eikonal des wirklichen Lichtweges zu ge- 
langen. Die von uns berechnete Funktion S ist also innerhalb der 6. Ordnung 
mit dem Seideischen Eikonal identisch. 

Man kann diese Überlegung dadurch bestätigen, daß man die vernachlässigten 
Glieder 6. Ordnung zusammenstellt. Die von mir ausgeführte Nachrechnung er- 
gab, daß die Summe dieser Glieder in der Tat Null ist. 

Auf Grund dieser Betrachtung können wir an Stelle von (39) folgende 
Gleichungen benutzen, um von den Variabein p^, g^,|?j, g^ zu den Seidelsohen 
Variabein überzugehen: 

(41) 

Bevor man die in das Winkeleikonal (38) einzusetzenden Größen P*-|- ^S <^ und tf^ 
durch die Seideischen Variabein ausdrückt, empfiehlt sich die Einführung einiger 
Abkürzungen. Man setze: 



Vo 


K 


as<« 


K 


Vo , 


1 ä-S<" 


n,K 


M, 


öy. ' 


P. - M, '' 


n,K ' 


»1*. aij, ' 


^0 








*0 


1 as*« 



(42) 
und 
(43) 






as*« aßc« . asr*' as»« 



öy, a»j, de, ag, 



= r. 






öy. *•" ö-^o 



^vt "' öe. " "' dv, "" ag. 



Man nenne femer, wie oben, s, s' und t, t' die Gaußschen Schnittweiten vor und 
nach der Brechung eines von der Mitte der Objektebene und eines von der Mitte 
der Eintrittspupille ausgehenden Strahles. Es gelten dann die Invarianten: 
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(44) 



^--.(14) = -(14). 
z = ».(14) . ..(14). 



Führt man schließlich die zwei Größen h und k durch die Definitionsgleichnngen 
ein: 

(45) 

SO wird: 





•~ Jlf. 


- Jf . 


> 


h. 




».*i 


> 


«.A, 

M, 


»jA, 


K^- 


1^) 




= 


Ä."' 


-». 
r ' 


1 


1 


fe.A "•" 


"> , 



and 

K K ~ r 

Mit Hilfe dieser Beziehungen erhalten wir: 

■P'+e* = («.Po -»iPO* + (».?. -».?.)• 

r L s * « » J 

+ A'.[^.A + f^.B + 2*-5!L.-^r], 

«? = IJj + ffl 

(46) ^ ■'^•*^ir + Pi7--2«.,-*-^ 

A* Ä* 

U M ** j^ Ä» „ , Ä' 
+ B*«^. 
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In diesen Gleichungen sind die Größen li^, g^, x^, von der 2. Ordnung, E, Z, H, 
® von der 4. Ordnung, A, B, F von der 6. Ordnung in bezug auf die Sei- 
deischen Variabein ^o» ^o» ^u Si- 

Diese Ausdrücke wären nun in das Winkeleikonal (38) einzusetzen. Es 
empfiehlt sich, um die Formeln nicht gar zu ausgedehnt werden zu lassen, vorweg 
W zu spalten. Der Bau von W legt die Zerlegung nahe : 

W = n,s-'n,s'+W"+ W + W'\ 

wo TF", TV^, TT" bezüglich die Glieder sein sollen, die die Variabein Po» ffo> Pi> ffi 
in der 2., 4. und 6. Potenz enthalten. Das konstante Glied n^s — n^s' ist uns 
gleichgiltig, und soll daher von jetzt an stets weggelassen werden. 

Um zum Seideischen Eikonal S überzugehen, hat man gemäß Gleichung (8) 
zu TT einen in ^o» -^oj ^i> fi> ^i» ^i> ^o» £o quadratischen Ausdruck zu addieren, den 
wir schon oben mit J W bezeichnet haben : 

(47) 8 = W''+ W''+ W"+JW, 

wobei 

ist. In JW sind noch die Koordinaten ^1,-8^1,^0» So durch die Seideischen Vari- 
abein y^^, ^0, Vi) ii 2^ ersetzen. Da bei der obigen Betrachtung der Minimal- 
eigenschaft von S das Glied ^ TT eingeschlossen war, ist es nötig, hier genau 
dieselben, um Größen 5. Ordnung falschen Werte für y,, -e^^, ly^, So einzusetzen, 
welche oben benutzt sind, nämlich 

Vo — Vt — r:;-» &) = bi 



Vi == Vo 






Mit Benutzung der Abkürzungen (42) und (43) wird daher: 

Uns interessieren allein die Glieder 6. Ordnung in bezug auf die Seideischen 
Variabein, es bleibt also einzig übrig: 

Dies Glied gehört seiner Bauart nach zo W", es mag deshalb mit W° zu- 
sammen behandelt werden. 

Unsere nächste Aufgabe wird jetzt sein, die Ausdrücke W", W" und 

W' + JW als Punktion der Seideischen Variabein y»» '^o» flu Si einzeln auszu- 



rechnen, wobei wir nur Glieder 6. Ordnung zu berticksiehtigen haben. Die 
Summe der Koeffizienten dieser drei einzelnen Teile gibt dann die gesuchten 
Koeffizienten der Eikonalentwicklung 6. Ordnung. 

Wir beginnen mit W^\ d.h. den Gliedern, die die Variabein i?^, 2o,j),, g^ in 
der 6. Potenz enthalten. Hierbei können wir, ohne einen Fehler innerhalb der 
6. Ordnung zu begehen, in den Ausdrücken (46) für P* + (?*, 6% und 6\ die Glieder 
4. und 6. Ordnung vernachlässigen, denn ihre Berücksichtigung würde nur 
Glieder 8. und höherer Ordnung in TT" ausmachen. Wir setzen also anstelle 
der Gleichungen (46): 

was auf eine beliebige Vertauschung der Seideischen Variabein vor der Brechung 
mit den entsprechenden nach der Brechung hinausläuft. Indem wir aus dem 
Winkeleikonal der Gleichung (38) den Teil W^' abspalten, und die eben ange- 
gebenen Werte einsetzen, erhalten wir: 

+ 3i?,.*•(^-^)-6».^.f(^-i) + 3ii.«f(^-;^) 
-6»I«..*(^-^)+12S.«..*'(^-;^)+12».«!.i-(^-j^) 

-^(«.-»J'[«.i*+»,-2««»l 
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Die Koeffizienten der Reihenentwicklung des Seideischen Eikonals 8^*^ haben wir 
schon in Gleichung (22) folgendermaßen bezeichnet: 

So wird im folgenden stets weggelassen werden, da dies G-lied bei der Differen- 
tiation nach r|^J g, herausfällt, also innerhalb der Fehlertheorie 5. Ordnung ohne 
Bedeutung ist. Bezeichnen wir mit S'ij 8i, ... Si die Teile der Koeffizienten von 
S^*\ welche das Glied W" liefert, so ergiebt der Vergleich der beiden letzten 
Gleichungen hierfür folgende Werte: 



m^ c, _ (l + yp^K-nJ 3(l + &)^« /n, n,\ h* In, n.\' 

16rU* «'V 16 Vs* s'V* 

Ot oT L\^' 8 t J \S 8 J\ 

, *'^ (f^ _ M [oK !^_\ . /^ _ Ml 

■ h'k \ In, n. \ /n, n.\1 3^'Ä; /n. ». \ 



8i = 



3(l+&")y^'(n,- n.) 3(l + &)y yr /n. M./«. «AI 

Sq + ny^K -^^J , 8(l + iWJ^ l (n, nA (n, nA] 

h*k' /n, «.U/w, "'\ I q/"« "'M 
8r(«,-n,)U' «"JIU' s"j + '*U rjj 



16»- 
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^ 2r» 2r» [st s't')^r(n,-n,)\st~¥F) 

h»h» / n. n. \ yy / n, n, \ * 

"^ 2r Is*«' s'VV"^ 2 U*^ s"<'V" 

•~^ 4r» 4? [\7i~7F) + \T~l^)-^\'?'-7^}\ 

A^r/j^_3_\ /_«j^__»^\ /_»j ». \1 3/>«y /«, n. \ 

^ 4r L\s*< s'*t')'^\sf s't")'^\s't* s"f*/r 4 U'<» s'*t")' 

g _ 3(l+y')yfe'(n.-n.) 3 (l + ft)yfe« r/n. n,\ (n, nA] 

h*k* In, n,\\ in, n,\ (n, n,\ 
8rK- nj U <" j L U* " l^;/"^ l"?" " l^j 
^'^[0/«. «. \ , /n, n.\l Bh'h* /n, n. \ 
16r rU^ «"^"j + V'F" <'VJ~"16~17?~ s'r j" 

2r(w,-n,)ls< s'WlU< ~s'<'j \ <* ~ <"/J 
h'kU/n, n, \ /«, n. \1 3A^/n. _«j_\ 
4r L\s*<* 8'U")'^^\sf s't'*)\ T~W s't")' 






Nach diesen Formeln könnte man die Teile der Eikonalkoeffizienten, die von 
TT" herrühren, numerisch berechnen, die Aufgabe wäre also hiermit im Prinzip 
für diesen Teil gelost. Man wird sich jedoch weiter vornehmen, die Ausdrücke 
durch geeignete Umformungen in eine möglichst rechenflüchtige Form zu bringen. 
Vor allem wird man die sogen. „Elimination der Blenden" ausführen, d.h. alle 
von der Blendenstellung abhängigen Größen durch einen einzigen Paramter aus- 
drücken. Im übrigen kann man dann nur versuchen, ähnlich gebaute Glieder so 



— 36 - 

gut als moglicli zasammenzuschmelzen und durch Einführung glücklich gewählter 
Abkürzungen elegant zu schreiben. 

Die Elimination der Blenden geschieht durch die Beziehungen, die aus den 
Definitionsgleichungen (46) unmittelbar folgen: 

st s't' 



Vh = 



st s't' 



oder 

^^"^ t ~ s'^ n,h*k ' f ~ s'^ n,Vk ' 

wo k die einzige Größe ist, welche noch die Blendenstellnng enthält. Außer der 
Abbeschen Invariante 



^=».(t4)--(74) 



benutzen wir die schon in den Gleichungen (16) und (17) für die Fehlertheorie 
3. Ordnung zweckmäßig eingeführten Abkürzungen: 



= -a4J. 



#• ^^ 


1- 


, 1 




' h*1tK 


±J. 


c- 


-1 



Aas (60) folgt hiermit 

and wir erhalten: 

«0 ♦»! /-K^ IV (^ IV 



(^^) Ä-Ä=K^-7^>^(i^-i^) 



= ÖC + -??!S^ 



^-^ = ^'(^-7^>^^^(^-^)^(^)-K-".) 



= 00'+-?^^:;^^ 
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Ferner setze man zur Abkürzung: 

Mit Hilfe dieser Abkürzungen nnd der oben angegebenen Beziehungen erhält 
man nach einiger Zwisohenreohnang : 

r V»* s'V ~ U s")'^^*' 



+ fl,(3c+l) + fij, 
H^-^) = -(■J-|f) + H<,+ ^.(c' + c' + c + l) + fi.(3c» + 2c + l) 

+ fl,(3cH-l). 
^"F" = +(^-||-)+(c-l)[fl,(c*+c»+c*+c+l)+ir.(4c'+3c«+2c+l) 

+fl,(6c' + 3c+l) + fi,(4c + l)l. 

Setzt man die Werte (62) nnd (64) in die Ausdrücke (49) der einzelnen Koeffi- 
zienten ein, so erhält man schließlich nach kurzer Rechnung folgende endgiltigen 
Werte: 
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+ 3fl,c + 2fl;, 

-S:^ = 3(6"-3fc):5^ + (l-36)^(c* + 2) + ^:^^^(2c' + l) 

+ 3fl;c» + fi,(Bc-l) + 2fl-*, 

(55) +ä;^. = (6--36)^^ + (1-36)^.+ ^:^1^c« 

+ Ä.c» + 2fl.c'+if,c, 

+ Si^ = 3(6''-36)^^+(1-36)-^(c'+c+1)+^^^^c(c'+c+1) 

-S;^ = 3(6''-36)-??^ + (l-36)-^(2c«+l)+-^-|^c'(c' + 2) 

+ 3fl,c* + 2fi;c»(Bc-l) + 4fl,c(3c-l)+2fl;(3c-l), 

-S;^ = 3(6''-36)-^«-^+(l-36)-^c(c + 2) + -^^^c'(2c + l) 

+ 3B,c' + fl,c»(9c-l) + fl,c(9c-2) + J3;(3c-l), 

+ ä;^ = 3(6"-36)^"-^ + (l-36)-^c(2c+l) + ^:^^^c'(c + 2) 
+ 3 fl,c»+ 2fi;c»(6c - 1) + 65, c»(3<! - 1) + 6S,c(2c - 1). 

An zweiter Stelle möge W" bekandelt werden. Dazu sind aas dem Winkel- 
eikonal der Gleichung (38) die Glieder heranszasnchen, die die Variabein ;>,, 9,, 
p,, 9, in der 4. Potenz enthalten. Bei dem Übergang za den Seideischen Varia- 
beln vermöge der Gleichungen (46) genügt die Berücksichtigung aller Glieder 
bis zur 4. Ordnung, da die höheren Glieder im Seideischen Eikonal nur Beträge 
8. und höherer Ordnung liefern würden. Man kann also bei der Berechnung von 
W" das Gleichungssystem (46) in das folgende abkürzen : 

P+Q' = Ä'(^?^)*[Ä.ifc»-|-p,-2ÄxJ-2A'^?i^[^(Eft-Z)-|t*(H-«*)], 
<= A'[iJo^ + P.^-2x4]-H2/».[EA-Z^], 
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Setzt man die Werte in den ans Gleichung (38) abgespaltenen Teil W'^ ein, so 
ergibt sich, wenn man nur die Glieder 6. Ordnung in bezag auf die Seideischen 
Variabein beachtet: 

W - _|[«..(ji.^+,.f -2..,^)(e^-Z^) 

-»,^(B.^ + «.^-2s.;^)(H^-e-^)] 

-»•(n.-«0[!!^'(JJ.f+,,-2«.,i)-2(^|Et-Zl— ^i|H-»i|)] 



Mit Benutzung der Gleichungen (52) läßt sich diese Gleichung in folgende Form 
bringen : 

Beachtet man die Beziehung 



so folgt weiter unter Weglassen der gleichgiltigen Glieder 4 Ordnung: 



— 39 






oder: 



(67) I^ = _^(S.;,+ ,.-2...*)[E*i-Z^-H^+e^] 

Die Eikonalentwicklung 4. Ordnung haben wir schon in Gleichung (12) folgender- 
maßen geschrieben: 

Mit Hilfe dieser Koeffizienten A, B, C, D, E, F, die als Funktion der Elemente 
des optischen Systemes bekannt sind, erhalten wir für E, Z, H, S nach den De* 
finitionsgleichongen (43): 

Z = + Fq\ + 2E)^,, + EB,9,- ÄB,x,,-{2C+D)9,x,„ 

H = -B(f\-2Cxl-DR,(f, + FB,x,, + 3F9,x,„ 

Setzen wir wieder analog dem Ansatz von W": 
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so ergiebt der Vergleich der Koeffizienten dieses Ansatzes mit den entsprechen- 
den Koeffizienten der Gleichung (67): 

n T \ 8 t S * / 

Jcnjl K^c K 1\ h*n,(l K'c K 1\ 

Är\s t s r 8 V 8t/ 

¥njl K*c Kc 1\ lc*n,(l K*c Ke 1\ 
(58) "^""^ s U* "^ ».«, «,»• r'j ^ <' U'"^«,«. ».»• W 

+ (2(7+2)) — (^^+ — +—-^.j-32r__^_ + __ + ___j 

4.F«.^i+ZL+^ lUci^^-l-+-^+-^-i-'l 

+ Dl^(J_+ZL + ^_lVF-^(-i-+^ + ^i-l^ 






r* \ s 



—r, — + O 
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s 



» 



kn,(l K'c K 1\ 1c*n, I 1 KU K 1\ 

r rV <' W" «.». «.r »"j' 









■Fe JTc 



Ä*n„ 



«0«, 



■B -^ + (2 C + D) i^ - 3 J?--^ + 2i) -^ 



2^* 



ifc»n, 



+»;^ 



+s:^ 



pk*n, (s jg'c' .gc 1\ fe«», (8' E'(^ Kc 1\ 

■^ s U« "^ »,«, "^ w.r r'J ^ t' [t" '^ n,n, ^ n,r i») 

T \ S t S t S t ) 

^^ s U» ■*■ n,n. "*■ «,r r' ) "^ t' \t'» '^ n,n, ^ n,r r*) 

"^ s U' ».«, «0»- rV ^' U" "^ n,«, "^ n,r r'/ 

fot,/! K* Kc 1\ „A'n, /l .g' JTc 1\ 

^ s Uf "^ n,n, "^ Mo r r* >l ^" t' [s'f ^ n„n, ^ n,r r* )' 

\(c^^-fJ^ + SE^^-(2C+D)^ + eJ^-cJ^ 

r \ s i' s ^ ^ t s i 






k'n,(s K*c* Kc 1\ k*n, ( s' , K*c* K 1\ 

, o r. *'«o (1 ,K'c Kc 1 \ Ä'n. (1 ^K*c ^ Kc 1 \ 
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+ E ^"'' 









K*c 



1\ g^«. M 



Z»c 



»0«! 



•(2C+D)-^ + 3^-^^ 



«.»• 



r')' 



*»«, 



+ 3£Z^ 



+ ^- 






ZV 



ir»c» 






K*<? . Kc 



XV 



+ 2A 



^•«o 



(> 



X'c . Ke 



«0«. 









^) 



_.j_2£___^__+ + —j 



Die Ausdrücke lassen sich noch in etwas handlichere Formen umsetzen, 
die aus den Abbeschen Invarianten folgenden Beziehungen 



Durch 



^ = 1+1 



'0 

Ke 






n. 



= 1 + 1 

= 1 + 1 



erhält man: 






JTc 



1 



(59) 



8t 
1 



1 



t* 



».n. 



«0»! 



ZV 






_1+J_+A..l_.l. 



-(I4)(I44). 

^ - (I4)(I44). 



Zc 



Zc 



2Cc 



^ = (I4)(^+I4). 
^ = (I4)(^44). 
^ = (I4)(I4)-(I4)|. 



und ebenso die entsprechenden Ausdrücke, wenn man %^8,t mit n,, s', ^' vertauscht. 
Wir wollen diese Werte in das GReichungssystem (58) einführen, uns dabei 
jedoch folgender Abkürzungen bedienen: 
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,60) (i-i)(^-i+4-)-^.. i^^m-T-^)-'" 

Mit Hilfe dieser Bezeichnungen wird: 

Man könnte hier noch versachen, die Elimination der Blenden auszufahren, 
wozu die Grleichungen dienen würden: 

1 Kc 1 



t n^ r 

_ c , c — 1 J^ ^ c c — 1 

Die Ausdrücke a^,...d^ würden jedoch dadurch nur unübersichtlicher und zur 
numerischen Rechnung unbequemer werden, es mögen deshalb die Größen t und f 
beibehalten werden. 

Wir setzen schließlich zur Abkürzung: 

B = h'B\ 

A = Ä*Ä^^', 

Die Einführung der Werte (59), (60) und (61) in das Gleichungssystem (58) 
ergibt folgende Ausdrücke für die von W^ herrührenden Teile der Eikonal- 
koeffizienten : 



m +sr^-^ - H^^-^'f\ 



+ P-J-..-B'^«„ 
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* h*¥ 



5 t S ^ } 



«» 



n„ 



+ JE'fa,-D'^a,+iyfß,-Ffß,+Ffn-B'fr.. 



n. 



^» 2Ä*** 






+ ^Ä^ 



8 r J 
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Ad letzter Stelle sind jetzt noch die Teile der Eikonalkoeffizienten aaszu- 
rechnen, die von W + ^TT herrühren. Wir entnehmen W" aus Gleichung (38); 

(63) W" = — |.(».s<,I-».s'<)— ^^-L__(p + ^). 

Der Übergang zu den Seideischen Variabein ist durch die Gleichungen (46) 
gegeben. Da uns jedoch nur das Eikonal 6. Ordnung interessiert, können wir 
in diesen Gleichungen die Glieder 2. und 4. Ordnung weglassen, es genügt also, 
an Stelle von (46) zu setzen: 

«. — -p--K. 

Führt man diese Werte in Oleichang (63) ein, und addiert man gleichzeitig den 
Ausdruck von JW nach Gleichung (48) dazu, so folgt: 



k s' 



oder 



s 2 \ Wq — n^ 8 J r 2 \t' n^—n^ v n^h^h) 



• rh^ ^"^ 



n^ - n^ st' 
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Die Abbeschen Invarianten liefern die Beziehungen 



s 


s' 


= 


t 


t' 


s - 


«0 


-»I 

r 


"> 






und 


- 


1 
h*k 


■ = 


K{c 


-1) 












Mit Hilfe hiervon erhält 


man: 




















(64) w" + JW = 


2 


♦».»I 
n, — M 


— -r 


r 1 

[ss' 


A + 


2% 


r+ 




ß 


Aus dem Ansatz 























folgt nach Ansftihning einiger elementarer Rechenoperationen: 
A /ö-^fy^ /6SV 

= JSJ. ^' + 2JJ p, (E« + 2 AD) + iiJ*,.(-6ÄB) + B, (»1(1^ + 2^20 
+ i?.(»,x„(-2^F-4Ci?-6D^ + ü,xJ,(8^ + 4^C) + (»JJ^ 
+ pJ«.,(-4CJ'-2DF) + p.x,.(4C» + 4CD + 4^F) + <(-8C^. 

= JSJ.^+ii;p.(D» + 2£20 + i?;x„(-4Ci?-22)JE;) + B,pJ(J^ + 252)) 
(65) +R,Q,x,,(-2BE-^CF-QDF) + JRXi{^C' + ^CD + ^EF) 

+ p;.^ + pJx..(-6Bi?') + p,<(8F' + 45C) + <(-8CfJ'). 
r = ^'g ^'g dg dS 

= JJJ.(-il^ + ÄJ(.,(AF+2D^ + BJx„(2^C+^i) + 3i;') 
+ B, (,[ (- 5J:- 2DF) + R, p. X.. iÄB + ^CD + D' + 6EF) 
+ BX,i2AF+8CE + 2DE) + Q\.{-BF) + Q\x,,ßBC+BD + BF*) 
+ Q,xl^(-SCF-2DF-2BE) + i^„i^C + ^EF). 

Setzt man wieder: 

w"+jw = s:'Jsj+s;'iü<.,+s:B>..+s:iJ,<.:+s;'B.<..x..+s,"Ä.< 
+Ä;>j+s;>?x..+s;>.x,j+fif:x.j 

SO ergibt der Vergleich dieser Koeffizienten mit den entsprechenden Koeffizienten 
der Gleichung (64), wenn man sich in letztere die Werte A, B, F nach (65) ein- 
gesetzt denkt, unter Benutzung der Abkürzungen (61): 
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^ w, — «, L *s 

--^(8C?'J"+2D'i?"+2B'i;')+-^(8-F"'+4B'C)l 

+ ^(F* + 2B'jy)], 
S; = +yfe'-l "«"« \ly{2Ä'F' + ^CE' + 6D'E') 

a Hq — Wj \_8S 

^^^ -■^(Ä'B'+AC'D' + D'* + &E'F') 

8t 

+ ^{2B'E' + ^G'F' + ^D'F'-^, 
S; = - A'-ifc« I- **'"' [J^ (E" + 2A' D') - 4r (^' -F" + 2I>' ^') 

u Wg — W^ [_5fi 5C 

+-^(2)'»+2i;'F')], 

S'; = - ^" ^ y ^"t^H [^ (8^" + 4^' CO - jr (2^' J" + 8 Cy -E' + 2i)'jg') 

+ -ir(4C" + 4C'i)' + 4JS?'l?")], 

+ -ir(4C"fi' + 22)'E')]. 
Das Gesamteikonal /S'** einer brechenden Fläche war: 
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Die Gesamtkoeffizienten von S^^^ erhält man demnach, wenn man die drei Teile 
S', S" und 8"' eines jeden Koeffizienten addiert. Man findet unten die End- 
formeln übersichtlich zusammengestellt. 



§4. 

Die Berechnung der Eikonalkoeffizienten 5. Ordnung eines aus, 
mehreren Flächen zusammengesetzten Systemes. 

Da man es fast ausnahmslos mit optischen Systemen zu tun hat, welche aus 
mehreren brechenden oder spiegeloden Flächen zusammengesetzt sind, ist es jetzt, 
nachdem das Eikonal für eine Fläche ausgerechnet ist, unsere weitere Aufgabe, 
zu studieren, wie sich das Gesamteikonal eines zusammengesetzten Systemes aus 
den Eikonalen der einzelnen Flächen bildet^). 

Wir beschränken uns auf koachsial hintereinander gefügte Einzelsysteme. 
Zunächst möge ein aus nur zwei brechenden oder spiegelnden Flächen zusammen- 
gesetztes System angenommen werden. Die Bildebene der ersten Fläche wird 
zur Objektebene der zweiten Fläche, und das durch die zweite Fläche vermittelte 
Graußsche Bild dieser Ebene wird die Bildebene des G-esamtsystemes. Ebenso 
fallen Austrittspupille der ersten Fläche und Eintrittspupille der zweiten Fläche 
zusammen. Sind TTj und TF, die Winkeleikonale der beideo Flächen, so ist das 
Winkeleikonal W des Gesamtsystemes gemäß seiner geometrischen Bedeutung: 

w= w,+ w,. 

W^ ist eine Funktion der Strahlkoordiüaten vor und hinter der ersten Fläche, 
W^ eine Funktion der Strahlkoordinaten vor und hinter der zweiten Fläche. Da 
W nur die Strahlkoordinaten vor der ersten und hinter der zweiten Fläche ent- 
halten soll, sind die Koordinaten, welche den Strahlweg zwischen den beiden 
Flächen betreffen, zu eliminieren. Diese „Elimination der Zwischenvariabein" 
gestaltet sich am Seideischen Eikonal mit den Seideischen Yariabeln unter 
Benutzung von Reihenentwicklungen sehr einfach. Die Einzeleikonale S^ und 5, 
sind: 

g _ w , -afp yl + 0l M, y\^-e\ , ^\jL.(t n 



1) Vergl. E. Schwarzschild, üntersachongen zur geometrischen Optik I, pag. 22. 
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and das Eikonal S des Gesamtsystemes : 

also 

5 = S. + S. + (y. - y,)(iJ. - »jj + (*• - *.)(e, - f.) 

oder, in eine Reihe entwickelt, bis einschließlich zur 6. Ordnung: 

^or; ö^ - ö, +ö, -t-^!^, -h^. + g^^ g^^ + gg^ g^^ 

unbeschadet der Genauigkeit bis zur 6. Ordnung kann man in diese Gleichung 
für die Zwischen variabeln Vi, is^it rju ti folgende Werte setzen: 

in den vier letzten Gliedern: 

yi = yo, ^t = ^0, 
Vi — Vtj ii = f«> 

in den beiden ersten Gliedern: 

_ dB'!" _ 98'^ 

^' ~ ^' ä^' ^' "" ^' diT' 

Durch Entwicklungen von S{*^ und SJ,*^ in Taylorsche Reihen erhält man fBr das 
Eikonal 6. Ordnung des zusammengesetzten Systemes: 

(68) s.. = sr.+sr-i^.^-^.-f^, 

^Vt ^y^ ^bi ^^0 

wo der Querstrich bedeuten soll, daß in der betreffenden Funktion die Größen 
Vif ^uVu li dnrch y^, b^^ ij„ g, ersetzt sind: 
Erinnert man sich der Abkürzungen: 

und des Ansatzes von S^*^i 

80 ergibt sich, wenn die Koeffizienten Ä, B,...F durch die Indices 1 und 2 als 
zur ersten und zweiten Fläche zugehSrig gekennzeichnet werden: 

7 
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-B^,x„(B,ä,+2D,G,+ 2C,D,+D,D,+5F,E,+ E,F;) 
+ B,xl (2F, Ä, + 2E, C. + 6 C?. JS?. + 22). E,) + tfi {B, F.) 

+ «^«4(6J'.(7.+2P.A + 25.-^. + 2C,F,) 

Mit Hilfe hierron erhält man ans Gleicfaang (68) fSr das Gesamteikonal iS<*> eines 
ans zwei Fläcbien gebildeten Systemes folgenden Ausdruck, worin die Bezeichnung 
der Koeffizienten ohne weiteres verständlich sein wird: 

(70) s«' = iJj(S...+s^.+i?..ij+ii;p.(s..,+s„+F,^. + i7.A+A^.) 

+ K*niß,,, + S,^,-2C,A,-I>.,A,-^E,E,)+R>Q\(8,,,+8^,+F,B,+ B,E,+B,F;) 

+ B,(f,x^{S^, + 8,,-B,A,-2B,C^-iC,J>,-B,D,-&F,E,-E,F;} 

+ Iio'cU(8^ + S,,, + 2F,A, + 2E,C, + 6C,E, + 2B^E;i + (AiS,,, + 8^, + B,F;) 

+ (»8«o.(Sm + fif... - 2B, C. - B. A - 3^»^,) 

+ (f,< (-Sm + S^. + 6F, 0, + 2Z, D, + 2 A ^. + 2 C, i?"^ 

+ <(»« + «... -*C,e.-4F.^.). 

Wie setzen sich nun drei and mehr Systeme zusammen? Hat man drei 
Systeme, so denke man si^h die beiden ersten nach obigem Schema zusammen- 
gefaßt. Es ist: 

S?^^ = «!!>. (Eo, p,, Xj+ Ä?> (Bo, P., «0.) 

ö% öyo dt, d^o 

Um die beiden letzten Terme zu berechnen, kann man die in Gleichung (69) 
gegebenen entsprechenden Ausdrücke für zwei Flächen benutzen. Man hat nur 
die dortigen Größen p,, Xo, durch pg, Xow ^»d -4„ (7,, D,, jB,, 2^, durch -4,, C,, D,, 
^,, F, zu ersetzen, während man für jB,, C^j D^y E^^F^ die Koeffizienten 4. Ord- 
nung des aus den beiden ersten Flächen zusammengesetzten Systemes einzuführen 
hat, das sind aber die Summen JB, + JB., (7, + (7„ D, + A» -^i + ^tj -^i + ^t, weil 
die Koeffizienten 4. Ordnung sich einfach additiv zusammensetzen. Es wird also: 

(71) S;«m = i?.['S,. + '^.. + 'SM + -S^.^ + (^i + -^.)^] 

+ -BJ P. [».., + S^T + -Sm + ■f'. ^ + (-f. + -^0 ^ + -E. A + (JS?. + ^.) A 

+ D,^. + (D, + Z>,)jy 
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- (D. + D;)A,- SE,E, - 8 (J5, + BJ E,] 
+ Ro«l[S^., + S^ + 8^, + F,D,+(F, + FJD. + S,E, + (B, + B^^E, 

+ Ä. Q» «.. [Ä... + S... + 5.., - 5. ^, - (5. + BJ ^. - 2D. C. 
- 2(A + D.) 0. - 20. A - 2(0. + C:)D, 
-D,D,-(D, + D;)D,-5F,E,-biF, + F;}E, 

-E,F,-{E, + E,)F,] 
+ RoxU[S,^,+ S,,, + 8^, + 2F,A, + 2(F,+F;)ä, 

+ 2E, 0. + 2 {E, + E;)C, + QC,E, + 6(0, + QE, 

+ 2D,E, + 2iD, + D;)E,] 
+ 9l ' [S... + Ä... + S^, + B,F, + (B, + B;iF,] 
+ ?X . ['S... + ^M + -Sf... - 25. 0. - 2 (5. + 5^ O. 

- b,d,-(b,+b,)d,-bf,f,-3{f,+f;)F,] 

+ (».<K.+S„+-S..,+6J'. 0.+6(F.+ i?'^ 0.+2F.2).+2(F. + i?'^A 

+ 25.i; + 2(B. + 50£. + 2O,J', + 2(O. + CJJ'.] 
+ <['S„+Sm + 5„-4O.O,-4(O.+ O0O,-4F.^,-4(F. + J'0JS;J. 

In derselben Weise läßt sich die Überlegung aaf mehr als drei Flächen aas- 
dehnen. Das allgemeine, für beliebig viele Flächen gültige Resultat findet man 
unten in dem Abschnitt, in dem alle Formeln übersichtlich zusammengestellt sind. 



§5. 

Die numerischen Fehler 6. Ordnung. 
Gesamtabweichung 3. und 5. Ordnung eines Strahles. 

Sind für ein optieohes System die Eoeffisienten des Eikonales 6. Ordnung 
bekannt, so kann man sich durch Ausrechnung von aiy =s y^ — p^ und Ja =bz js^-^ ß^ 
nach Gleichung (23) ein Maß für die Größe des einzelnen Fehlers 6. Ordnung 
dieses Systemes verschaffen, um diedes Maß in anschaulicher Form zu erhalten, 
werden wir auch in die Fehlertheorie &• Ordnung „numerische Fehler^ einführen, 
entsprechend wie es Herr Schwarosohild in der FeUertheorie 8. Ordnung getab 
hat^). 



1) Yergl. K. Schwarzschüd, Untersachongen zur geometrischen Optik, I, pag. 16. 

7* 
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Wir nehmen ein in Luft befindliches System an, der erste und letzte 
Brechnngsindex seien also gleich 1. Setzt man wie früher £^ =s and X^ =» 1, 
so ist nach der Definition der Seideischen Variabein 



^y = Vt-l 



Y Y 











Je = *, 

Sind die Neigungen der Strahlen gegen die Systemachse klein genug, sodaß man 
die Neigungswinkel mit ihren trigonometrischen Tangenten vertauschen kann, so 
sind Jy und Ja die Verschiebungen des Schnittpunktes eines Strahles mit der 

Bildebene, ausgedruckt in dem Bogenmaß, in welchem sie vom Abstand —y^ aus 

erscheinen, oder in dem Bogenmaß des von der Mitte der Eintrittspupille aus 
gesehenen Objektes« 

um den Gesichtsfeldwinkel in handlichen Zahlen zu messen, setzen wir: 

(72) yo = ^-tg3«. 

Demnach ist g dem von der Mitte der Eintrittspupille aus gesehene Objektab- 
stand von der Achse proportional, und ^ = 1 entspricht einem Achsenabstand 
von 3®. Um auch fär das Öffnungsverhältnis ein anschauliches Maß zu erhalten, 
fuhren wir wie früher in der Austrittspupille die Polarkoordinaten 6 und 9 ein : 

1}^ = <rcos9, 



Bis auf höhere Glieder gilt: 



^i = 



IL 



> 



wo man F, und ^ als die Koordinaten des Strahlschnittponktes in der Ans- 
trittspupille ansehen kann. Daher wird 



Führt man die Gr5ße \> durch die Gleichung ein: 
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80 wird 

20 M, ' 

V ist demnach proportional dem Aohsenabstand des Dorohstoßponktes eines 
Strahles durch die AastrittspapiUe, aasgedrückt in dem Bogenmaß, in welchem 
er von der Mitte der Bildebene aas erscheint. Das doppelte des größten Wertes, 
den dieser Abstand wegen der Blenden des Systemes annehmen kann, nennt man 
„Öffnangsverhältnis^. v = 1 entspricht dem Öffiiangsverhältnis ^. 

Um schließlich die Streaungen der Fehler 6. Ordnang gleich in Bogense- 
kanden in ihrem auf das Objekt zurückprojizierten Werte za erhalten, hat man 
noch Jy und Jjg durch arcl'' zu dividieren. 

Wir fassen die nach diesen Festsetzungen bei den einzelnen Fehler auf- 
tretenden konstanten Zahlenfaktoren zusammen, und fuhren folgende j^numerische 
Fehler^ 5. Ordnung ein, indem wir uns zweckmäßig von jetzt an auf unendlich 
entferntes Objekt beschränken: 

+^* = +^*-^'-^-f**«^ = +0:338S../«, 

+ ^» = +'^»-^-W--^-(*«^')' = +0:567 S.-A 

(74) +S. = +S,-A_.^.r.(tg3T = +0r223 5.,.^ 

+^» = +^*l^-W-f'-^^^^^' = +0:223 Ä..A 
+^' = +'^'I5^-^-''-(^3T = +0.-3115,. A 

+^' = +^'-^-w-'f-^^^'^* =+0:311S,.A 

+ ^» = +^'J^<^^y = +0:061BS.. 

worin f die Brennweite des Systemes bedeutet ^). 

Mit Hilfe dieser numerischen Fehler berechnen sich für unendlich entferntes 



TLf 

1) Für endlich entferntes Objekt ist ^ an Stelle von +f za setzen. 

*i 
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Objekt die Strennngen der einzelnen Bildfehler 5. Ordnnng nach den oben an- 
gegebenen Aberrationsknrven folgendermaßen^): 

S^.if ist der Durchmesser des Zerstrenongskreises der sphärischen Aber- 
ration zweiter Stufe. 

S^.v^.g ist die Badialerstreckung der Koma zweiter Stufe. Die tangentiale 
Erstreckung beträgt ^ der radialen, 

S^v^g* ist die Längserstreckung des Flügelfehlers. Um die tangentiale Er- 
streckung zu erhalten, hat man den Wert von f> zu berechnen, für den JMi ein 
Maximum wird. Das Nullsetzen des Differentialquotienten ergibt die Gleichung 
sin' 9 = ^. Demnach beträgt die tangentiale Erstreckung des Flügelfehlers 

— ;=, also nahe 4 ^^^ radialen. 

S^fj^g^ ist der Durchmesser des Zerstreuungskreises der seitlichen sphärischen 
Abenration. 

S^v^g* mißt die Längserstreckung des Pfeilfehlers. 

S^v*g^ ist die Längserstreckung der seitlichen Koma. Die tangentiale Er- 
streckung beträgt f der radialen. 

{Sj+S^vg^ und &f.vg^ sind die radiale und tangentiale Achse der den seit- 
lichen Bildwölbungen entsprechenden Ellipse. 

S^g^ ist die seitliche Verzeichnung. 

Die Streuungen und Aberrationskurven eines einzelnen Fehlers 3. oder 5. 
Ordnung haben nur physikalischen Sinn, wenn alle übrigen Eikonalkoeffizienten 
verschwinden. Da dies nie der Fall sein wird, taucht die Frage auf, wie über- 
lagern sich die einzelnen Bildfehler 3. und 5. Ordnung, und wie kann man sich 
eine anschauliche Übersicht über die Abbildung durch das System in Bücksicht 
auf alle vorhandenen Bildfehler verschaffen. Man erkennt leicht, daß nichts 
anderes übrig bleibt, als für einen bestimmten Strahl sowohl die tangentialen 
wie die sagittalen Abweichungen der einzelnen Bildfehler auszurechnen und mit 
Eücksicht auf ihr Vorzeichen zu addieren, um so die gesamte tangentiale und 
sagittale Abweichung des betreffenden Strahles vom Gaußschen Bildpunkt zu 
erhalten. 

Nach den Gleichungen (10) gelten folgende fundamentale Beziehungen: 

öS 






d% 




dS«« 


dS«« 


^f|^ 


ö% 


dS 




öe. 




öS'« 


ÖS*« 



1) Vergl. pag. 19. 
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wo die Reihenentwicklung von S mit den Gliedern 6. Ordnung abgebrochen ist. 
Diese Gleichungen nehmen bei der oben gewählten Bezeichnung der Koeffizienten 
3. und 5. Ordnung folgende Gestalt an, wenn man gleich ly^ = <y cos q^, S, = <y sin 9 
und ^er^ s setzt: 

Jy^ = + Bö" coQtp - Fy^6\2 + ooa2q>) + (2G + D)yl 6 cos 9 ^Ej^ 

— 6Sy cos g) - iS,yo<^(l + 4 cos* 9) - 2iS,y;<^ cos y (1 + cos' 9) 
-4S,y;<^cosg)-3/Sf,y;<y»cos>-iSeyJ<y'(l + 2co8» 
-2{8, + 8,)y\6co8ip-S.yl. 

^E^ ssz + JB<f* sin y — JPyo<^* 8^1^29) + DyJ<y sin 9 

— 65x<^ sin 9 — 45,yo<^ sin 9 cos g) — 2 iS.yJ <J* sin 9 cos' 9 — iiS^ yj <y* sin 9 

— 3 fi^.yjiy* sin 9 cos 9 — 2 fif, yj^ sin 9. 

Ffihrt man die durch die Gleichungen (13) und (74) definierten numerischen 
Fehler 3. und 5. Ordnung, sowie die Symbole v und g zur Kennzeichnung des 
Öffnungsverhältnisses und Objektabstandes von der Achse ein, so lauten die 
Gleichungen : 

"ü Tfr 2C4-S 

^Vx = -Y^^S9>-yjri;*(l+2oos"g)) g flf'vcosy 

+-^ t/* cos 9) — --5 5ft;*(l + 4 cos* 9) + -T-S^«^' cos 9(1 + cos* 9) 

S — S 

+ -^flr«t;8 cos 9 — 5»/«* cos* 9)— -#aV(l + 2 cos«9)) 

(75) +Ä+Ä.p*t;cos9>-^(7»-S./, 

-^iöfj = — -^t?*smy — -s-9t;*sin29 — — jr't; sin^ 

+ -5^ 1/* sin 9 K^ fl^«^* sin 9 cos 9 + -pgr*r*sin9)C0s*9) + -r^sr*!;' sin 9 

^ O 4 a 

— ö-^ grt;* sin 9 cos 9 + -^fl' t; sin tp. 

Diese Formeln sind es, die in vielen Fällen die trigonometrische Durch- 
rechnung durch ein optisches System werden ersetzen können. Sind die Koeffi- 
zienten Bf C, ... S^ bekannt, so geben diese Formeln bei gegebenem Objektab- 
stand g von der Achse für einen beliebigen windschiefen Strahl die tangentiale 
und sagittale Abweichung Jyi und Jj^i des Punktes, in welchem der Strahl die 
Gaußsche Bildebene durchdringt, vom Gaußschen Bildpunkt. Jy^ und Je^ werden 
unmittelbar in Bogensekunden in ihrem auf das Objekt zurfickprojizierten Werte 
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erhalten. Der Strahl wird dabei charakterisiert durch den Offhangswinkel v and 
dorch das in der Aastrittspapille gezählte Azimut 9 des Panktes, in dem der 
Strahl diese Ebene durchsetzt. 

Es wird sich häafig — bei astrophotographischen Objektiven meist — daram 
handeln, nar die Schärfenfehler der Abbildang durch ein optisches System zu 
untersuchen. Man kann in diesem Falle die Verzeichnung unberücksichtigt lassen. 
Anstelle der früheren Abweichungen Jtfi und Jjg^ wird man dann die Ab- 
weichungen des Strahldurchstoßpunktes von einem Punkte berechnen, der gerade 
um die Verzeichnung vom Gaußschen Bildpunkt entfernt ist. Physikalisch ist 
dies der wirkliche Bildpunkt für verschwindend kleine Blendenöffnung. Diese 
neuen Abweichungen erhält man wie die früheren aus denselben Gleichungen (75), 
wenn man darin die beiden Verzeichnungsglieder —E^^ und ^S^^ einfach 
wegläßt. _ «. _ 

Hat man die Koeffizienten B^ G^ ... S^ für ein optisches System einmal aus- 
gerechnet, so kann man sich mit Hilfe der Gleichungen (76) leicht eine anschau- 
liche Übersicht über die gesamten Abbildungsfehler verschaffen. Am zweck- 
mäßigsten verfährt man wohl folgendermaßen ^) : Es sei ein Objektabstand g von 
der Achse gegeben. Bei festgehaltenena v rechne man für verschiedene Azimut- 
winkel 9> nach den Gleichungen (75) die Abweichungen Jy^ und J/g^ aus. Diese 
Abweichungen trage man in ein in der Gaußschen Bildebene liegendes recht- 
winkliges Koordinatensystem ein, dessen Nullpunkt der Gaußsche Bildpunkt, oder, 
wenn von der Verzeichnung abgesehen wird, der Punkt ist, welcher vom Gauß- 
schen Bildpunkt um die Verzeichnung entfernt ist. Die zu demselben Öffnungs- 
Verhältnis v und verschiedenen Werten von tp gehörenden Punkte verbinde man 
durch eine Kurve, das ist die Aberrationskurve des betreffenden Öffnungsver- 
hältnisses in Eücksicht auf alle Abbildungsfehler. Zeichnet man diese Aberra- 
tionskurven für verschiedene Offnungsverhältnisse, so erhält man eine anschau- 
liche Übersicht über die Abbildung durch das System bei dem vorgegebenen 
Achsenabstand g des Objektes. Dieselbe Figur entwerfe man dann für andere 
Objektabstände. 

Das unten errechnete astrophotographische Objektiv wird ein Beispiel für 
diese graphische Darstellung der Abbildungsfehler eines optischen Systemes liefern. 



1) YergL Stemheü und Volt, Handbuch der angewandten Optik, Leipzig 1891, pag. 141. 
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§6. 

Zasammenstellnng der Formeln zur Berechnung der Bildfehler 
3, und 6. Ordnung optischer Systeme. 

Die Elemente des Systemes siod folgendermaßen bezeichnet: 

X ist die Anzahl der Flächen des Systemes. 

n, ist der Brechangsindex hinter der t-ten Fläche. 

r^ ist der Erfimmungsradius der i-ten Fläche, positiv für gegen einfallendes 
Licht konvexe Flächen. 

d^ ist der Abstand zwischen den Scheiteln der i-ten und (i + l)ten Fläche. 

s^ ist der Abstand der Objektebene, ti der Abstand der Eintrittspnpille vom 
Scheitel der ersten Fläche, pdsitiv, wenn Objektebene oder Eintrittspnpille vor 
dem Flächenscheitel liegen. 

b^ und b't sind Deformationen 3. and 5. Ordnung, deren Bedeutung aus Gleichung 
(82) ersichtlich ist. 



^=""(i+i)=".(i+i)' 



^♦f i — ^< + ^< > 



^W-l ^H-l ^ 



h, s: 



(76) *.^. = *.+ i -JTTT-. K = -^(».-0, 

»=1 «,'»»'»,+1 », 

c. - 1 4 ^ 



^'- s, + s; + r, ' 



Die einzelnen Koeffizienten 8. Ordnung der tten Fläche sind: 
(77) F. = jÄtt.[A(!!iZ^?a)-+flt,/;cJ, 
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(77) E.'^ jA*.Ä..[AK^ + ö.^.^+ö.(£L:ip], 

und 

Fär verschwindende Deformation b, kann man dafar setzen: 
G, = (Ä,0'B., 



und 



A, = (i,cJV[2A-CJ + i--^^. 



Die Koeffizienten dritter Ordnung des Oesamtsystemes setzen sich additiv ans 
den Koeffizienten der einzelnen Flächen zusammen. 

Die Koeffizienten 5. Ordnung des G-esamtsystemes sind: 

i 



Darin haben die von der Zusammensetzang mehrerer Flächen za einem Gesamt- 
system herrührenden, aas den Fehlern dritter Ordnung entspringenden Glieder 
JS,, JS, folgende Werte: 

(80) ^^' = -2 M<PhMK?^^h\U^'MA 



- 59 — 

» / <-i \ » / <-i \ 

^s, = - uUs^, -2 SIC.SD, -2 s(A S q- SIAS i>,) 

-5S ■E^.S J',)-SK'^^* ' 

i=2\ r = l / » = 2\ *' = ! / 

<^) ^s, = + sU's j^,)+ s(i>/s ^,)+ ite's i>i 

»=2\ r=l / rf=2\ v = l / <=2\ r = l / 

^s; = +2sU 2 i^. +2 SIC, 2 ^.1+6 lU 2 a +2 2 ^* 2^A 

l=:2\ »=1 / »=2\ y = l / <=2\ v=l / » = 2\ »=1 / 

X/ »-1 V X/ <_1 V % , <-i V 

^s. == - 2 sU s a - 1 U s A -3 2 \^i s -fi^r , 

<=:2\ r = l / is=2\ v = I / »=:2\ v = l / 

wobei X der Index der letzten Fläche ist. 

Bei Angabe der Größen iS;^, S^^, S^^, Si[, sei der Flächenindex % unter- 
drückt. Mit Hilfe der Abkürzungen 

1+6- = 2 (1 + 6)» -(1 + 6') 
und 

wird: 

.j = _^[(,^_a,)^;^.^(i_s,)^^_l^^H.], 

'^' ° +-^[8(ft"-3ft)-^;^' - + a-36)^(c + 2)+ ^^^^^^'^^^ (2c + l) 

S', = -^[3(6"-36)-?!^"-i- + (l-86)|.(2c + l)+ ^^^^^'^^^ c{c + 2) 

+ 3fl,c' + 4H,c + Ä.], 



- 60 — 
«1 - --^[3(&"-36)-^!^ + (l-36)-^(c' + 2) + -j^|^(2c' + l) 

+ 35.c» + S.(6c-l) + 25.], 

S; = + -^ [3 (4" - 3ft) -^?!y^ + (1 - 8ft) ^ (c* + c + 1) 

(82) + rK-»,) <^(<^+<'+l)+3^^+g.^(7g-l)+g,(5c-l)+g.], 

S; = --^[3(6"-36)-??^ + (l-S6)-|-(2c» + l)+-j^^^<!«(c'+2) 

+ 3Ja; c* + 2fi; c« (5c - 1) + 4fl, c (3c - 1) + 25. (3c - 1)1 

S; - _-^[3(6--36)-^!!y^ + (l-36)|-c(c + 2) + ^^l^c'(2c+l) 

+ 3J?, c« + fl. c« (9c - 1) + fl, c (9c - 2) + fl; (3« - 1)1 
Si = +-^[3(6'-3i)-^-^ + (l-36)|-c(2c + l) + ^j:^|^o»(c + 2) 

+ 3fi, c* + aa; c» (6c - 1) + 6fl, c» (3c - 1) + 6Ja, c (2c - 1)1 
Unter Beräcksichtigung von 

berechne man folgende Abkürzungen: 



und 



(84) 
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Damit wird: 



(85) +E'^a,-C^a,+ 9c[^+^.^a,-F'^a)+(f^ß,-F'^ß, 

s;; = +^Ä»jfc»jA.[ir-^-2)'-^+Z)'-^-f-^+F'-^-5'-^] 
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(86) +Ä'^ß,-F^ß, + F^y,-D'^y, + D'^d,-r^d,^ 

+2e{Ä'!^ß,-E'!^ß:)+Ä'!^n-F^r.+B{F^ü..^^^.^ö^l 

Schließlich ist 
' 2 M, — «, L s«' «<' «^ J 

57 = +A'*y^ "«"' [A-(4C'.F'+2jyjo--4(2-B'cy+jy.P'+3F»)+-^-6g'.p], 

a Wp — fij L 55 5fr »r J 

57 = -ft-'A^y ^"'_"^ [-^(4(y*+4C?'J'+4g'.F0--^(8g'.F'+22?'.P+2JB'^')+-^(8^ + 4.B'(7)], 

(86) S: = _A>U*^-^t;^.[-l-(l)'' + 2Fi^)-;|r(5'^ + 22)'i?') + -i-(f« + 25'^^^ 

^•" = +*"**il^[^8CE'-^(4C» + 4Fi^ + i,8C^i^]. 

+ -^ (2B'B'+ 4C?f+ QD'F)] , 
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(86) ST = -fe'»y£- **«*'i \l-(SE'*+iÄ'C') — %(2A'F'+SCir+2iyir)+-^(^Cr+4:CD'+4EP)\ 

d W^ — n^ 1 88 8t tt J 

^ W^ "^ Wj L ^^ ^' '' J 

Wir beschränken uns von jetzt an auf unendlich entferntes Objekt ^). Die Brenn- 
weite des Systemes sei /*, sie ist in diesem Fall gegeben durch 

' K 

Die namerischen Fehler 3. and 5. Ordnung sind: 

+F= +8riFr. 

(87) +C = +66;7C./", 

+ 5 = +B6;'72)./-, 

und 

+ 5, = +(y774S./', 

+ S, = +0f;338S,A 
+5. = +0:'667S,.r, 
+ S. = +(rB67S,A 

(88) +S, = +a;223S,A 

+ S. = +0:223 5,. A 

+s, = +(y'3iis,A 
+s, = +o;'3ii5,/-, 

+ 5, = +(y'0815S.. 

Legt man in die Gaußsche Bildebene ein rechtwinkliges Koordinatensystem, 
dessen Nallpnnkt der Ganßsche Bildponkt ist, and dessen positive y-Achse und 

1) Für endlichen Objektabstand ist im Folgenden an Stelle der Brennweite f die Qröfie 

Ti/f 

-^ ZU setzen. M^ ist der Abstand zwischen Bildebene und Anstrittspupille, positiv, wenn die 



Aostrittspnpille im Sinne der Licbtbewegong hinter der Bildebene liegt, -r— ist das Gaoßsche 
Vergröieningsyerhältnis zwischen Eintrittspnpille and Aostrittspapüle. 






— 64 - 

^er-Achse mit den bisher benutzten positiven y- nnd ^er-Bichtungen zusammenfallen, 
so erhält man die in diesem Koordinatensystem gezählten Koordinaten Jy^ und 
Je^ des Durchstoßpunktes eines Strahles durch die G-außsche Bildebene aus den 
Gleichungen : 

^y% — - -g- 1^* cos 9 - -g- sf v* (1 + 2 cos' SP) 2 ^' t; cos tp 

SS s ^ 

+ -^v*cos9— -^grt;*(l+4cos'y)+-~sr^f;'cos9(l + cos^y)+-^SrVcosg) 

-iS,/t;»cos'9 --^ jr'i;'(l + 2 cos* 9) + ^^^^« g^vcos 9 

(89) ^E^^S.^^ 

~Tä 2J^ 7) 
^^er^ = — ö-v*8i°9 ö-fl^v'siny COS9 g-gr'rsiny 

Ä 4Ä 9^ Ä 

+ -^t;*sing) — ^^t;*siny C0S9) + -2^5r't;'sin9C0S*9) + -^^'t>'sin9) 

5p gr't;' sin 9 COS 9 + -g^ flr*t; sin 9. 

^^x ^^d ^#^ werden unmittelbar in Bogensekunden in ihrem auf das Objekt 
zurückprojizierten Werte erhalten. Der betreffende Strahl ist durch die 3 
Größen g,v und 9 charakterisiert, g ist proportional dem Achsenabstand des 
von der Mitte der Eintrittspupille aus gesehenen Objektes, und hat 3^ Achsen- 
abstand zur Einheit, v ist proportional dem Öffnungsverhältnis des Systemes, 

V = 1 entspricht dem Öffnungs Verhältnis -^' q> ist das in der Austritts- 
pupille gezählte Azimut des Punktes, in welchem diese Ebene von dem Strahl 
durchdrungen wird. 9 = kennzeichnet die Meridianbalbebene der positiven 
^-Bichtung, 9 = +90^ die Meridianhalbebene der positiven ^er-Richtung. 

Will man nur die Schärfenfehler untersuchen, ^0 lasse man die Verzeicbnungs- 
glieder in den Gleichungen (89) weg (J? as 0, iS^ = 0). Man erhält dann die 
Abweichungen nicht vom Gaußschen Bildpunkt selbst, sondern von einem Punkt, 
der um die Verzeichnung vom Q>außschen Bildpunkt entfernt liegt. 

Alle bisher gegebenen Formeln setzen einfarbiges Licht voraus. Für mehr- 
farbiges Licht treten zu den sphärischen Abweichungen noch die chromatischen 
Abweichungen hinzu. Um die Zusammenstellung der Formeln zu vervollständigen, 
seien die chromatischen Abweichungen 3. Ordnung, die wir später gebrauchen 
werden, schon hier nach Herrn Schwarzschild angegeben^): 



* = 






1) Vergl. K Schwarzschild, Untersuchungen znr geometrischen Optik, m, pag. 10 ff. 
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!P = 



4^7T Ö> - 655 2 *? *< -ff. (^^ - ^^^^'l 



Ax(«i- 

Hierbei ist Jn^ = — ^ , v^ bedeutet die „relative reziproke Dispersion" des 

Mediams hinter der iten Fläche. Die Streuungen durch diese Farbenfehler sind: 

37:1 1;.«), 
und 

38:9^.9?: 

Von einer Ableitung der Farbenfehler 5. Ordnung, d. h. einem Variieren der 
Bildfehler 3. Ordnung nach der Farbe, wurde vorläufig abgesehen, da ein Be- 
dtirfiiis hierfür augenblicklich nicht vorlag. 



§ 7. ^y 

Endgiltige Korrektion optischer Systeme durch kleine 
Radienänderungen. 

Es ist eine häufige Aufgabe der praktischen Optik, an einem System, dessen 
Elemente näherungsweise vorliegen, eine endgiltige Korrektion durch kleine 
Radienänderungen vorzunehmen. Die Gründe, die eine solche Korrektion er- 
forderlich machen, können sehr verschiedener Art seiu, z. B.: das System soll 
aus Griassorten mit anderen Brechungsverhältnissen oder anderen Dispersionen 
geschliffen werden, als in der Verrechnung angenommen wurde; es soll für «ine 
andere Farbe korrigiert sein; oder — was bei dem im Folgenden gerechneten 
numerischen Beispiel der Fall sein wird — durch Näh^rnngsformeln ist unter 
gewissen Vernachlässigungen, z. B. der Scheitelabstände bei dünnen Linsen- 
systemen, die analytische Berechnung eines Systemes mit gewünschten Eigen- 
schaften erreicht. Die durch Einführung der nötigen Linsendicken und Linsen- 
abstände hervorgerufene Veränderung der optischen Eigenschaften ist durch 
Variieren der Radien wieder rückgängig zu machen. 

Die endgiltige Korrektion durch kleine Radienänderungen ist eine Arbeit, 
die in den optischen Werkstätten zum täglichen Brot gehört. Die dort ge- 
wonnenen Erfahrungen und die erprobten Methoden sind jedoch dem Außen- 
stehenden fast gar nicht zugänglich gemacht worden, dieser wird daher häufig 

9 
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vergebliche RecfannDgen ausführen müssen, bis er die für seinen Zweck beste 
Methode erkennt. Das Interesse der praktischer Optik Fernstehenden mag es 
daher rechtfertigen, daß die Eorrektionsmethoden durch kleine Badienänderungen 
hier systematisch zusammengestellt und mit einer Ausführlichkeit behandelt 
werden, die dem Rahmen der vorliegenden Arbeit nicht zu entsprechen scheint. 
Die Differentialmethoden für die Korrektion durch kleine Radienänderungen, 
die ich in der mir zugänglichen liiteratur gefunden habe, sind im wesentlichen 
die von Herrn Harting, von Herrn Leman und von Herrn König vorgeschlagenen. 
Herr Harting ^) gibt eine Methode für nur dünne Linsensysteme. Er variiert die 
Fehlerausdrücke dritter Ordnung (sphärische Abweichung in und außerhalb der 
Achse, chromatische Abweichung) nach den Abb^schen Invarianten K^, Bei der 
Berechnung der Variationsgleichungen läßt er die Schnitthöhen \ konstant und 
vernachlässigt außerdem die Scheitelabstände der Flächen, indem er die Größe 

— *— =1 *— gleich 1 setzt. 



Von Herrn Leman ^ wird diese Methode durch Mitberücksichtigung der 

Linsendicken, also der Größen — *—j ein wenig modifiziert. Die sehr einfachen 

Hartingschen Formeln werden durch diese Erweiterung nicht beträchtlich um- 
ständlicher. 

Die Harting-Lemanschen Formeln erscheinen für die numerische Rechnung 
sehr bequem. Der Nachteil beruht auf der — bei Herrn Leman einzigen — 
Vernachlässigung A, = const., die bei dickeren Linsen und größeren Radien- 
änderungen bald eine schlechte Konvergenz der Rechnung zur Folge haben wird. 

Diesem Übelstand begegnet Herr König ^) durch folgenden sehr zweck- 
mäßigen Vorschlag: Man lasse zwar die Schnitthöhen h^ konstant, variiere dafür 
aber die Scheitelabstände der Flächen um den Betrag, der die vernachlässigte 
Variation von A< gerade ausgleicht. Man erhält dadurch zwar ein System mit 
anderen Scheitelabständen, bei kleinen Dicken d^ wird jedoch das System im 
allgemeinen brauchbar bleiben, da diese — wie unten gezeigt werden wird — 
nur nach folgender Gleichung mitvariieren: 

Daß Herr König nicht nach den Abb^schen Invarianten, sondern nach den rezi- 
proken Schnittweiten variiert, erscheint unwesentlich. Diese Methode wird 
immer zu guten Resultaten führen, vorausgesetzt, daß der geforderten Dicken- 
änderung stattgegeben werden kann. 



1) Zeitschrift für iDstramentenkonde, XIX, 1899, pag. 104. 

2) Zeitschrift für Instrumentenkunde, XIX, 1899, pag. 272. 

3) Vergl. Die Büderzeugung in optischen Instrumenten, bearbeitet von den wissenschaftlichen 
Mitarbeitern an der optischen Werkstätte von Carl Zeiss, Berlin, 1904, pag. 401. 
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Es mögen nunmehr vier wesentlich in Betracht kommende — die voraus- 
gehenden Verfahren enthaltende — Methoden zur Korrektion der Fehler 3. Ord- 
nung durch kleine Radienänderungen systematisch zusammengestellt werden, zu- 
gleich mit Angabe der ausführlichen Formeln. Als wichtiges Hilfsmittel zur 
Korrektion soll die Verschiebung der Blende in die Formeln einbegriffen werden. 
Außerdem soll der Fall, daß das System für einen etwas veränderten Objekt- 
abstand umzurechnen ist, also eine Variation von s^, mitberücksichtigt werden. 

Die vier Methoden sind: 

I) Die Nachrechnung der Fehlerausdrücke mit willkürlich veränderten Radien. 

II) Die allgemeinen Differentialformeln. 

m) Die Differentialformeln mit Berücksichtigung des Vorschlags von Herrn 
König. 

IV) Die Differentialformeln für dünne Linsen. 

I) Nachdem für das Mustersystem die Seideischen Fehlerausdrücke einmal 
durchgerechnet sind, rechne man sie noch ein zweites Mal durch, indem man nur 
den ersten reziproken Radius um einen angemessenen Betrag ändert, dann wieder, 
indem man nur den zweiten ändert, und so fort. Man kommt auf diese Weise 
zu Gleichungen von der Form: 

11 1 

dB = a,d — + a^d — + + a^8 — f 

WO a,, a,, . . . . a^ numerisch bekannte Koeffizienten sind. Ebenso für die übrigen 
Fehler 3. Ordnung. Diese Grieichungen gewähren ein übersichtliches Bild über 
die Wirkung der einzelnen Krümmungen auf die Gesamtfehler des Systemes, 

und an ihrer Hand kann man sich geeignete Werte d — aussuchen, die die ge- 

wünschten Änderungen der Fehlerausdrücke geben. 

Bei einer größeren Anzahl von Flächen modifiziert man dies Verfahren 
zweckmäßig in folgender Weise: Nachdem man die Seideischen Bildfehler des 
G-esamtsystemes einmal durchgerechnet hat, rechne man mit einem passend an- 
genommenen Werte d — die Änderungen der Bildfehler nicht des gesamten 

Systemes, sondern nur der ersten Fläche, dann mit einem angenommenen d — 

die Änderungen der Fehlerausdrücke der zweiten Fläche, und so fort bis zur 
letzten Fläche. Nun nehme man willkürlich einen geeigneten Wert für eine 
Änderung der Schnittweite hinter der ersten Fläche an, und rechne damit das 
ganze System von der zweiten bis letzten Fläche mit festgehaltenen Radien 
durch. Man sieht leicht, daß diese drei Durchrechnungen des Systemes aus- 
reichen, um die obigen Koeffizienten a^, a,, a^ zu erhalten. Der Einfluß 

einer Änderung d — des i-ten reziproken Krümmungsradius ist nämlich ein 

doppelter: Einmal werden dadurch die Bildfehler der i-ten Fläche geändert, und 

9* 
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diese Änderung ist aus der zweiten Rechnung bekannt. Andererseits ändert 
sich dabei die reziproke Schnittweite d -7- hinter der i-ten Fläche, und damit die 

Bildfehler aller folgenden Flächen. Die Wirkung von d —f auf alle folgenden 
Flächen ist aber durch die dritte Rechnung bekannt. Damit ist also der Einfluß 
von d — auf die Bildfehler des Gresamtsystemes bekannt. 

II) Die allgemeinen Differentialformeln. 

Die hier abzuleitenden Formeln kann man insoiern als streng bezeichnen, 
als alle Größen, die sich mit den Radien ändern, um den ihnen zukommenden 
Betrag mitvariiert werden. Wir beschränken uns auf die Mitteilung der für 
sphärische Flächen giltigen Formeln, die Berücksichtigung einer Deformation be- 
reitet nötigenfalls nachträglich keine Schwierigkeiten. 

Die den Bildfehlern 3. Ordnung entsprechenden Eikonalkoeffizienten benutzen 
wir in der durch Gleichung (19) gegebenen Gestalt: 

2B, = KG.f„ 

2F, = k,e,.2B,, 

20. = iKcy.2B„ 

2D, = 2G,+ —{— — V 

2E, = k,c,.2D„ 

f -1+^ + 1- 



wobei gesetzt war: 



ö, 



h\K, 



Die Variation gibt: 



d(2B.) = «(A?ö./;), 

* {2F:) = 2B, 8 {K c.) + Ä. c, * (2BJ , 
(90) * (2Ci) = 45, *, c. 8 {h, + (*, cO* S (25J , 

8 {2E,) = 22). 8 (k, c.) + *:« c, * (2 A)- 
Unter Benutzong von 



wird: 
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»i r, «, «, 

Es ergibt sich also: 

oder 

wenn man die Bezeichnung einführt: 

(92) 2*; = 2n...(^-i-)/;ü:, + ^ö.. 

Hält man die Scheitelabstände der einzelnen Flächen fest, so ist 

(93) *5^, = d«;. 

Unter Benutzung der aus den Abb^schen Invarianten folgenden Beziehung 

ergibt sich aus Grleichuug (93) 

oder, indem man den Index um 1 erniedrigt: 

wobei ^ als Abkürzung für folgende Ausdrücke gebraucht ist: 



(95) 



allgemein : 
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Die Variation der Gleichung 



gibt: 



*Vi _ **< . j ^«+1 



= ^ + d. 



oder, wenn man den Index um 1 erniedrigt: 






T = ^W'^fe)*i 



worin dh^ in der Regel Null sein wird. Die Gleichungen (91), (94) und (96) 
setzen uns in den Stand, eine Gleichung hinzuschreiben, die die Variation S (2J?j) 
als Funktion allein der Radienänderungen gibt, und deren Koeffizienten nume- 
risch leicht berechnet werden können. 

Es ist nun weiter die Variation von k^c^ als Funktion der Variationen der 
reziproken Krümmungsradien auszudrücken. Aus der Gleichung 

K Ci = K + -TT 



folgt durch Variieren: 
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Die Variation von 

jfe z. I v»_zr-___ 

'*^< — '^i T- üi ^ L i, — 

ergibt : 

Die beiden Grleichungen (97) und (98) — verbunden mit (94) und (96) — ermöglichen 

es, auch d{kfC^ allein als Funktion von d — ,d — , --S — auszudrücken. 

Damit ist die Aufgabe endgiltig gelost, denn das Gleichungssystem (90) läßt 
sich jetzt in der Form schreiben: 

V = 1 ' y Ol /»J 

und entsprechend die übrigen Grleichungen für d (2jPJ , . . . . d (2jE?<). Die weitere 
analytische Ausführung, d. h. das Einsetzen der Werte für 0^,64, Cj u. s. w. 
würde diese Gleichungen sehr unübersichtlich gestalten, es empfiehlt sich daher, 
erst bei der numerischen Rechnung diese letzte Einsetzung vorzunehmen. Durch 
strenge oder genäherte Auflösung dieses Gleichungssystemes erhält man die Werte 

für d — , die die Bildfehler um den gewünschten Betrag ändern. 

Genau, wie es hier für die sphärischen Bildfehler geschehen ist, lassen sich 
die Variationsgleichungen für die chromatischen Abweichungen ohne Schwierig- 
keit aufstellen. 

Mit Hilfe dieser Differentialmethode kommt man zu nahe demselben letzten - 
Gleichungssystem, wie bei der unter (I) beschriebenen rein mechanischen mehr- 
maligen Durchrechnung des Systemes. Der Unterschied im Endresultat beider 
Methoden liegt darin, daß man hier die Koeffizienten a^, tj, c^ u. s. w. für ver- 
schwindend kleine Variationen richtig erhält, während sie dort für bestimmte 
endliche Variationen galten. 

ni) Die Differentialformeln mit Berücksichtigung des Vorschlags von Herrn 
König. 

Einfachere Formeln entstehen, wenn man den oben genannten Vorschlag des 

Herrn König benutzt, wenn man nämlich den Quotienten — ^ konstant hält, 

dafür aber die Scheitelabstände d^ um die Beträge variiert, die diese Vernach- 
lässigung gerade ausgleichen. Während man vorher Js<+j = Ssl hatte, soll 
jetzt sein: 
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und 



'i^)-'{'t) = '- 



Die VereiniguDg dieser beiden GrleichuDgen gibt: 



(99) ^ = ^^^^^ = ^. 

Was ändert sich dadurch an den obigen Differentialformeln ? Zunächst vereinfacht 
sich Gleichung (91) zu folgender: 

(100) -^^ = N,S^ + iN, + G,)d^, 

/»j 7-j 6| 

wenn JÄi= gesetzt wird. Der Ausdruck von d — als Funktion von d — ist 

neu zu berechnen: Früher war ds^^^ = dsl, jetzt ist d^^+j = —^ds[, man er- 
kennt daher, daß an Stelle von Gleichung (94) jetzt folgende treten wird: 

(10.) *i = ('-^)[(IS-')'^-^'7rl 

=:i;{(-^)(^-0'-'ih'-4' 

wobei gesetzt ist: 

(102) ^*-v~~7r)'^' 

Schließlich sind die Gleichungen (97) nnd (98) durch die folgende zn ersetzen: 
(103) 9(j,^e;) = 9K-^[öl. + sl.y 

Auch diese Differentialmethode enthält wie die unter (II) beschriebene keine 
Vernachlässigung, sofern man nur die Scheitelabstände um den durch Gleichung 
(99) geforderten Betrag mitändert. Wenn die praktische Ausfuhrung des 
Systemes dies gestattet, wird man sich ihrer daher zweckmäßig bedienen. 

IV. Die Differenticdformeln für dünne Linsen. 

Sehr nahe liegt der Gedanke, bei der Korrektionsrechnung die kleinen 
Scheitelabstände der Flächen überhaupt zu vernachlässigen. Man kann genau 
so verfahren wie bei den obigen Methoden. Die entsprechenden Formeln sind 
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leicht zu erhalten, indem man entweder die für dünne Linsen giltigen Fehler- 
ausdrücke ^) direkt variiert, oder bequemer, indem man die unter (III) abgeleiteten 
Formeln spezialisiert, d. h. überall rf^ = setzt. 

Einen etwas anderen Weg wird man einschlagen, wenn das Mustersystem 
durch analytische Rechnung unter Vernachlässigung der Dicken gewonnen ist. 
Man wird das betreffende Rechenschema variieren und — genau wie man vorher 
die Krümmungsradien selbst ableitete — so jetzt die Änderungen der Krümmungs- 
radien als Funktion der gewünschten Fehleränderungen erhalten. Die Formeln 
sind hierbei von Fall zu Fall verschieden. 



§8. 

Schematisches Beispiel zur Prüfang optischer Systeme 

mit Hilfe der Fehlertheorie 3. und 5. Ordnung 

(Berechnung und Prüfang eines astrophotographischen Objektives). 

Als Schematisches Beispiel für die in der vorliegenden Arbeit entwickelten 
Methoden und Formeln soll die endgiltige Korrektion eines in erster Näherung 
vorliegenden astrophotographischen Objektivtypus ausgeführt, und das so berech- 
nete Objektiv mit Hilfe der Fehlertheorie 3. und 5. Ordnung geprüft werden. 

Herr Schwarzschild hat in seinen Untersuchungen zur geometrischen Optik 
auf Grund der Fehlertheorie 3. Ordnung systematisch die analytische Berechnung 
und Diskussion der wichtigsten astrophotographischen Objektivtypen gegeben. 
Er kommt zu dem Resultat, daß die Anforderungen, die im Rahmen der Fehler- 
theorie 3. Ordnung überhaupt gestellt werden können, schon durch eine große 
Reihe von Systemen mit nur wenig brechenden Flächen vollständig zu befriedigen 
sind, zwischen denen nur durch trigonometrische Durchrechnung oder durch die 
Fehlertheorie 5. Ordnung entschieden werden kann. Wegen kleiner Krümmungen 
erscheint der aus zwei dünnen Teilsystemen von je zwei Linsen bestehende 
Typus am günstigsten, den Herr Schwarzschild „modifizierten Petzvaltypus" 
genannt hat. Dieser wurde der folgenden Rechnung zu Grunde gelegt*). 

Bei diesem modifizierten Petzvaltypus ist über die Bestimmungsstücke, die 
8 Krümmungsradien, folgendermaßen verfügt: Neben der Maßstabsbedingung, die 
die Brennweite auf 1 festlegt, sind die beiden chromatischen Bedingungen 
3. Ordnung erfüllt, ferner sind bis auf die Verzeichnung^) sämtliche übrigen 

1) VergL E. Schwarzschüd, Untersuchungen zur geometrischen Optik in, pag. 26. 

2) Yergl. K Schwarzschüd, Untersuchungen zur geometrischen Optik III, pag. 38. 

3) Die Yerzeichnang ist hier gleichgiltig, da sie die punktförmige Ahhüdang nicht stört. 
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vier J^'ehler 3. Ordnung beseitigt. Als achte willkürliclie Bedingung wurde die 
Symmetrie der letzten Linse gewählt, um zu kleinen Krümmungen zu gelangen. 
Herr Schwarzschild nahm die beiden äußeren Linsen des Systemes als aus 
Eronglas, die beiden inneren als aus Flintglas bestehend an, wählte demnach 
als schematische Werte für die Brechungsverhältnisse 

itj =s n^ = 1,5, n, = n, = 1.6, 

für die relativen reziproken Dispersionen Iv =■ —^ — j : 

v, = v, = 60, v, = v, = 36, 

und erhielt daraus für die reziproken Krümmungsradien die Werte (Brennweite 
gleich 1, Abstand der beiden Teilsysteme gleich 0,4): 



1. Linse 


2. Linse 


3. Linse 


4. Linse 


+ 3.554 


-4.223 


+ 2.650 


-3.953 



^ -4.352 -0.270 -1.303 +3.953. 

r 

Die erste Aufgabe bestand darin, dieses nach den Formeln für dünne Linsen 
errechnete Ausgangssystem wegen der Linsendicken und Scheitelabstände zu 
korrigieren. In Rücksicht auf die praktische Ausführung des Systemes bis au 
einem angemessenen Öffnungsverhältnis — etwa 1:5 — wurden die Linsendicken 
und Scheitelabstände folgendermaßen angenommen: 

dj = 0.0510, d^ = 0.3400, i^ = 0.0300, 

d, = 0.0002, d. = 0.0160, 

d, = 0.0080, d, = 0.0080. 

Die Blende wurde, um ihren Einfluß auf die Bildfehler der beiden Teilsysteme 
günstig auszugleichen, zwischen beide Teilsysteme gesetzt, dem vorderen etwas 
näher. Die Durchrechnung der Bildfehler 3. Ordnung des Systemes mit Berück- 
sichtigung der Scheitelabstände der einzelnen Flächen ergab folgende Restbeträge 
(Brennweite 0.778): 



(104) 
und 



Dabei ist t; wie früher dem Öffnungsverhältnis proportional mit dem Öffnungs- 





StreaaDgen 


B = +1.89, 


-46"»*, 


F = -0.28, 


-14rv*g, 


2C+D = +1.44, 


-Wvg*, 


D = +0.60, 


-TSSTvf,^ 


« = +2.15 


Wv, 


V= -4.32 


163"(/. 
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Verhältnis -ttt als Einheit, g ist dem Gesichtsfelddnrchmesser proportional mit 

6® Gesichtsfelddurchmesser als Einheit. Die Streuungen sind in ihrem auf das 
Objekt zurückprojizierten Werte angegeben. 

Zunächst wurde versucht diese Fehlerreste durch kleine Radienänderungen 
mit Hilfe der für dünne Linsen giltigen Differentialformeln zu beseitigen. Diese 
Methode schlug wegen zu schlechter Konvergenz fehl. Ebenso versagten die 
oben unter (IQ) angegebenen Differentialformeln mit Berücksichtigung der Linsen- 
dicken, bei denen die Schnitthöhen konstant gelassen^ dafür aber die Scheitel- 
abstände um den entsprechenden Betrag variiert werden. Um nämlich die prak- 
tische Ausführung des Systemes bis zu dem gewählten Öfhungsverhältnis möglich 
zu lassen, konnte den verlangten Dickenänderungen nicht überall stattgegeben 
werden, wurden andererseits diese Dickenänderungen verweigert, so blieben 
wieder erhebliche Reste der Bildfehler zurück. Schließlich wurde deshalb das 
unter (I) angegebene Verfahren der rein mechanischen Durchrechnung der Bild- 
fehler 3. Ordnung mit willkürlich geänderten Krümmungsradien benutzt. Durch 
allmähliches Hinprobieren gelang es so, eine Kombination von Änderungen der 
einzelnen Radien zu finden, die die Bildfehler 3. Ordnung für unsere schematische 
Rechnung ausreichend herabdrückt. Außerdem wurde von der Erlaubnis Ge- 
brauch gemacht, die schematischen Werte der Dispersionen innerhalb der vor- 
handenen Glassorten ein wenig abzuändern, um dadurch die Farbenfehler noch 
weiter herabzudrücken. Für Gläser 

der Brechungsverhältnisse 1.5 1.6 1.6 1.5 

und Dispersionen 65.0 88.3 42.5 65.0 

ergab sich folgendes endgiltige System von beigezeichneter Form: 




Brennebene 



Hln^ercHaup^ebe^e 



Cin^ri^^spupille 

( Blendenebcne u Einhrifftpupillt 
Fallen merklich zusammen) 



Fig. 4. 
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+ 3.354 



— -4.276 



— -4.134 

— -O.OBO 
♦•« 

— +2.650 
»-. 

— - 1.303 
»•. 

— -3.346 



0.0610 
0.0002 
0.0080 
0.2927 
0.0300 
0.0160 
0.0160 



+ 4.578 



Die Brennweite beträgt 1.132. Die Fehler 3. Ordnung sind bis auf folgende 
kleine Beste beseitigt: 

Streuungen: 
B = -0.074 -5:6»», 

F = -0.01Q, -l'.7v*g; 

2C+Z) = -0.039, -2^5»^', 

D = -0.062, -A'.Ovg*, 

und 

I « I < 0.006 kleiner als 0:2 1> , 

\V\ < 0.016 kleiner als 0r65f. 

Dieses schematische Objektiv sollte nun mit Hilfe der Fehlertheorie 5. Ord- 
nung geprüft werden. Nach den in der vorliegenden Arbeit entwickelten Formeln 
wurden sämtliche Bildfehler 5. Ordnung dieses Systemes ausgerechnet^). 

Mit S\, S", S';, ■•■ S'„ S;, S; soUen — wie früher die additiven Teile der 
einzelnen Eikonalkoeffizienten bezeichnet werden, welche im Eikonal den Gliedern 
6., 4. und 2. Ordnung in Bezug auf die Strahlneignng gegen die Systemachse 
entsprechen. JS, , •■■ JS^ sind die durch die Zusammensetzung mehrerer 
Flächen zu einem Gesamtsystem hinzukommenden Zusätze, die sich ans Produkten 
von je zwei Koefßzienten 3. Ordnung zweier verschiedener Flächen nach den 



1) Da es sich hier, wie schon mehrfach herrorgehoben, nur am schematische Werte handelt, 
wurde es als ausreichend erachtet, fast aosschlieBlich mit dem Rechenstab von 60 cm Länge za 
rechnen, nur an einigen wenigen Stellen wurde die Rechenmaschine zu Hilfe genommen. 



— 77 — 

Grleichungen (80) bilden. Die Summen dieser vier Teile ff^, Sj, 57, JS^^ u. s. w. 
sind die Gresamtkoeffizienten des Systemes. Die zugehörigen Streuungen sind in 
ihrem auf das Projekt zurückprojizierten Werte angegeben, v ist proportional 

dem Öffnungsverhältnis mit -j^ als Einheit, g ist proportional dem Gesichtsfeld- 

durchmesser mit 6^ Gresichtsfelddurchmesser als Einheit. 
Die Rechnung ergab: 

a) Sphärische Aberration zweiter Stufe. 

2 (^.'S 5,): +1699, 









JS, 


+ 1699. 








Fläche: 1 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


Summe 


S;: + 3 


+ 216 


-198 








-3 








+ 17. 


S:-. -13 


-3107 


-350 


-1 





-8 


+ 81 





-3448, 


s:-. + 6 


+ 1BB4 


+ 179 


+ 1 





+ 4 


-17 





+ 1727, 


J8,: 
















+ 1699, 



Durchmesser des Zerstreuungskreises: — 7'V. 

b) Eoma zweiter Stufe. 

-2 2 (C/SB,):+ 816, 

8 / t-l \ 

-S(AS-BJ:+ 474, 

•=2\ ^=1 / 

-3S(J'/S J;):+1209, 



s. = - 









JS^: ■ 


f2499. 








Fläche: 1 


2 


3 


4 5 


6 


7 


8 


Somme 


5',: - 6 


+ 198 


-176 


-1 


-5 


+ 9 





+ 19, 


S;: +13 


-4373 


-674 


-3 





-34 





-5071, 


S;': - 6 


+ 2186 


+ 349 


+ 2 





+ 16 





+ 2547, 


JS,: 














+ 2499, 



Radialerstreckring der Koma: —d>"v*g. 



S,: - 6. 
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c) Flügelfehler. 

+ 6sfa'si;V. + 680, 

<=2\ v=:l / 

+ 2 JJaS/,): + 223, 
+ 2 S fe's B,): + 226, 

1=2 \ »=1 / 
8 / <~1 



-2SKS Or)' + 191, 

• = 2 \ » • = 1 / 



J8,: +1220. 

Fläche: 1 2 345678 Samtne 

iSr,: +0.5 + 28.9 - 21.2 -2.3 +0.8 -1.4 -1.8 +0.1 + 4, 

S'i: -4 -2043 -404 -B -2 +9 -1 -2450, 

S'i': +3 +1019 +205 +1 +1 -1 -5 +1223, 

JS,: +1220, 

S, = - 3. 
LäDgserstreckang des Flügelfehlers : —2rv*g'. 

d) Seitliche sphärische Aberration. 





+ 2(AS/r): +112, 
+ ±(e,x\): +113, 

+ 2(^/22),): +109, 
J8^: +334. 








Fläche: 1 2 


3 4 5 6 


7 


8 


Snmme 


S;: +0.6 + 9.5 
5r;: _4 -565 


- 7.4 -0.6 0.0 -0.2 
-103 -1 -1 


-0.7 
+ 8 


+ 0.2 



+ 1 
-666 


57: +2 +282 
J8,: 


+ 54 


-4 





+ 334 
+ 334, 


Durchmesser des Zerstreuungskreises: +2"«*^*. 




s,= 


= + 3. 


e) Pfeilfehler. 


-iSKs'a): + 92, 

-4S(VS^,): +107, 
J8,: +199. 
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Fläche: 



12 3 4 6 

+ 0.3 - 7.4 + 8.7 -1.3 +1.1 

-319 -77 -3 -3 

+159 +40 +1 +2 



6 7 8 Summe 

-0.1 0.0 -0.5 + 1, 

-1 +2 -401, 

0-1 +201, 

+ 199, 



Die Längserstreckung ist kleiner als 0'!3t;'^*. 



Ä. = 



0. 



f) Seitliche Eoma. 



8 / i-\ \ 

- S U S BA: + 24, 

-2S(C/SD,): + 63, 

-2i(A'sa): + 52, 

8 / <-l \ 

- S A2A: + 31, 

- S (l^/S ^,): + 26, 
•— i \ »'=1 / 



Fläche: 1 



3 



J8,: +320. 
4 6 6 



8 



S', 

JS, 



-0.1 - 10.3 + 11.9 -2.0 +1.2 -0.4 +0.9 +1.0 
-1 -532 -103 -4 +2 -2 -4 

+268 +54+2+1 0+1 +2 



Summe 
+ 2, 
-644, 
+ 328, 
+ 320, 



Die Radialerstreckung beträgt: +2"«*^. 



S. = + 6. 



g) Erste seitliche Bildwölbung. 

+ S U I Fr)- + 6.3, 



8 / <-i \ 
+ S D,S^J: + 7.1, 

8 / <-l \ 

+ 2 -Sr,S-Dj: + 6.6, 

<=2\ y=l / 



-^S,: +20.0. 
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Fläche: 1 2 345678 Summe 

S',: -0.2 - 2.0 +2.1 -0.4 +0.1 0.0 +0.1 -1.8 - 2.1, 

S;: +1.4 -34.8 -5.0 -0.9 -0.7 0.0 -0.2 +8.7 -31.5, 

S": -0.3 +17.4 +2.8 +0.5 +0.3 0.0 +0.1 -4.3 fl6.5, 

JS, : +20.0, 

S, = + 2.9. 
Die tangentiale Achse der den seitlichen Bildwölbnngen entsprechenden 
Ellipse beträgt: +1:0»/. 

h) Zweite seitliche BildwSlbang. 

+ 2SU'SF,): +12.6, 

+ 2 S (c'j:e\: +12.8, 
+ 6sfe'sa): +41.4, 

+ 2 ife's -».)•• +13.2, 
JS,: +80.0. 

Fläche: 12 345678 Summe 

fi-,: -0.4 - 7.8 + 8.3 -1.7 +1.3 -0.1 +0.1 - 6.2 - 6.5, 

S",: +0.7 -125.3 -25.8 -3.6 -3.6 0.0 +0.1 +22.1 -135.4, 

S'i': -0.4 + 62.6 +13.4 +1.8 +1.8 0.0 -0.1 -11.1 + 68.0, 

JS,: + 80.0, 

5. = + 6.1. 
Die radiale Achse der von den seitlichen Bildwölbungen hervorgerufenen 
Ellipse mißt {S, + S^: +d!:2vg\ 

i) Seitliche Verzeichnung. 

8 / <-i \ 
-2SUsa): + 3.4, 

- S US^DJ: + 0.9, 

-Ssfe'S^,): + 7.2, 
JS,: +11.5. 
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Fläche: 1 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


Summe 


8',: +0.2 


- 1.7 


+ 1.8 


-0.7 


+ 0.2 


0.0 


0.0 


+ 0.7 


+ 0.5, 


s;-. -0.8 


-15.5 


-1.9 


-1.5 


-0.1 


0.0 


+ 0.3 


-21.6 


-41.1, 


S;": -0.2 


+ 8.3 


+ 1.2 


+ 0.8 


-0.5 


-0.1 


-0.4 


+ 12.1 


+ 21.2, 


J8,: 














S, 


+ 11.5, 
= - 7.9. 



Der Betrag der seitlichen Verzeichnung ist: —Qf'.Qg^. 

Es ist äußerst verblüffend, wie sich die im einzelnen beträchtlichen Fehler 
5. Ordnung in ihrer Summe stets aufheben; die tibrig gebliebenen Keste sind 
teilweise nur von der Grrößenordnung der durch die geringe Genauigkeit der 
Rechnung bedingten zufalligen Fehler. Diese auffallende Tatsache legt die Ver- 
mutung nahe, daß die hier benutzten Formeln zur Berechnung der Fehler 6. Ord- 
nung für numerische Rechnung unvorteilhaft angelegt sind, und daß durch eine 
andere Anordnung der einzelnen G-lieder in den Fehlerausdrücken sich für die 
Praxis bequemere Formeln werden herstellen lassen. Eine Untersuchung hierüber 
sei einer späteren Veröffentlichung vorbehalten. 

Für den vorliegenden Zweck — ein schematisches Beispiel zu geben — mag 
die Rechengenauigkeit genügen, wir führen deshalb das Beispiel weiter durch 
und stellen zunächst die Gleichung (89) für unser System auf: 

Jy^ = +2':8v*cos9) + (y:BB5ft?"(l+2cos» + 1".2 g^ v cos (p 

— 4l" i^ cos q> + (f.6gv^ {1 + 4: Qoa* (p) +0'.bg^v* coq g)Biji^ q> 
(105) - (r.7 g' t?» (1 -t- 2 cos« q>) + r.6 / 1; cos 9 , 

Jjs^ =s + 2".8 1;* sin 9) + 1'! Igv* sin 9? cos 9? + 2[0g* v sin g> 

— 4" V* sin (p + 2A g v* sin 9? cos 9 + O'.bg* v* sin 9? (2 — cos" q>) 

— VAg^v* sin (p cos <p + Of'.&g^v sin (p. 

Jy^ und Jz^ sind die Gesamtabweichungen des Schnittpunktes eines Strahles 
mit der Bildebene von dem Punkt, der um die Verzeichnung vom Gaußschen 
Bildpunkt entfernt liegt (die Verzeichnungsglieder sind weggelassen). Der Strahl 
ist dabei außer durch das Öffnungsverhältnis v und durch den Objektabstand g 
von der Achse durch das in der Austrittspupille gezählte Azimut (p des Punktes 
festgelegt, in dem der Strahl die Austrittspupille durchsetzt. Jy^ und Jz^ er- 
geben sich unmittelbar in Bogensekunden in ihrem auf das Objekt zurückproji- 
zierten Werte. Diese Formeln gestatten in der denkbar einfachsten Weise, jeden 
beliebigen Strahl durch das System zu verfolgen. 

Bevor wir uns mit Hilfe der Formeln (105) ein Bild über den Korrektions- 
zustand des Objektives verschaffen, soll dasselbe durch eine kleine Deformation 
ein wenig modifiziert werden. Bei jedem größeren Objektiv pflegt man nämlich, 
nachdem es auf Grund der theoretisch vorgeschriebenen Werte fertiggestellt ist, 
den übrig gebliebenen Rest der sphärischen Aberration durch Nachpolieren zu 
beseitigen. Es ist ein Vorzug der Theorie der Seideischen Bildfehler, daß sie 

11 
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gestattet, den Einfluß einer solchen kleinen Deformation der Flächen auch theo- 
retisch mühelos zu studieren. Wir wollen das, um das Beispiel der theoretischen 
Prüfung eines optischen Systemes durch die Fehlertheorie vollständig zu geben, 
auch an dem vorliegenden schematischen Objektiv tun, wobei wir uns auf kleine 
Deformationen von der 5. Ordnung beschränken. Da der Einfluß einer Defor- 
mation dicht beieinander liegender Flächen nahe derselbe ist, wurde er nur für 
die erste und letzte Fläche des Systemes ausgerechnet. Die Formeln (82) er- 
gaben für die Eikonalkoeffizienten 5. Ordnung folgende neue Werte, wenn man 
eine Deformation V^ an der ersten und eine Deformation b"^ an der letzten Fläche 
anbringt: 

+ S, = ~5 +13.2 6';-0.40 6;, 

+ S, = -6 +10.8 6*; + 0.55 6;, 

+ S, = -3 + 2.9 6';-0.77 &;, 

^ S,= +S + 0.73 6';~0.19 6;, 

+ S,= + 0.26 J'; + 1.08 6';, 

+ S. = +6 + 0.40 6;' + 0.54 6;', 

+ Ä, = +2.9+ 0.0136'; -0.0946;, 

+ S^= +6.1+ 0.053 6'; -0.38 6;. 

In erster Linie soll die Deformation dazu dienen, die sphärische Aberration 
zu beseitigen, d. h. S^ zu Null zu machen. Will man nur eine Fläche defor- 
mieren, so wird man passend die erste wählen, da die letzte zum genannten 
Zweck sehr stark deformiert werden müßte. Eine überschlägige Untersuchung, 
durch welche Kombination der beiden Deformationen außer der Beseitigung der 
sphärischen Aberration der allgemeine Korrektionszustand des Objektives am 
meisten gehoben werden kann, ergab, daß es im Hinblick auf alle Bildfehler des 
Systemes zweckmäßig erscheint, 6^ verschwinden zu lassen. Der Wert von b], der 
die sphärische Aberration zu Null macht, ist dann +0.38. Die Größe b^ ist 
definiert durch die Gleichung: 

i+fe: = 2(i+feO'-(i+&;). 

also ist in unserem Fall (6^ = 0): 

6; = -6; 

= -0.38. 

Diese Deformation der ersten Fläche ist so gering, daß bei dem Öffhungs- 

verhältnis -^ und der Brennweite 1 m des Objektives die Abweichung von der 

Kugelfläche am Rande nur etwa 160(1(1 beträgt, bei dem Öffnungsverhältnis 
1:6 demnach etwa 10000 ^ft. 

Bringen wir diese Deformation an unserem Objektiv an, so erhalten wir an 
Stelle von (105) folgende Gleichungen: 
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^y« 



und 



= + 2:8 1;' cos (p + Gf'Mgv* (1 + 2 cos* <p) + r.2 g^ v cos 9? 
+ 0':2 ^ v* (1 + 4 cos* (f) + 1':2 g^ v» cos 9) 
- 0':4 p* t;» cos <p{\+ cos* 9?) - 0! 6 ^» t;* (1 + 2 cos* 9)) 
+ r.'6^*t7cos 9, 



Je^ 



= + 278 !;• sin (p + TU ^v* sin (p cos 9 + 2^.0^* v sin 9 
+ (y!9 (7 1;* sin 9 cos 9) + r.2 ^* ü' sin 9 
— (X'4 9* v^ sin 9 cos* 9) — 1'! 1 jf* t;* sin 9? cos (p 
+ Qf'.b g^ V sin <p. 

Mit Hilfe dieser Grleichungen können wir uns leicht durch einige Zeichnungen 
ein anschauliches Bild des aus der Rechnung sich ergebenden Eorrektions- 
zustandes unseres schematischen Objektives verschaffen. Wir benutzen dabei 
das oben angegebene Verfahren^). 

Für einen in der optischen Achse liegenden Objektpunkt ist ein Streuungs- 
kreis mit dem Radius 2'!8r* übrig geblieben. Dieser Betrag würde sich durch 
sehr geringe Änderungen der Krümmungsradien noch vollständig beseitigen lassen. 

Für den Objektabstand 3* von der Achse (ß = 1) werden bei den Öffnungs- 
verhältnissen 1 : 10 (t; = 1), 1 : 6.7 (v = 1.5) und 1 : 5 (t; = 2) je 5 verschiedene 
Strahlen, entsprechend den Werten 9) = 0*, (p = 45*, 9? = 90^ (p = 135S 
(p = 180®, durch das System verfolgt. Die Lage der Durchstoßpunkte dieser 
Strahlen durch die Austrittspupille (oder nahe auch Eintrittspupille) ist aus 
Figur (5) ersichtlich. Zur Kennzeichnung der einzelnen Strahlen ist den Punkten 



ÖFfnungft- 
vcrhälHni» 



2 »5 »8 





teilweise eine Nummer beigeschrieben. Figur (5 a) stellt die Hälfte der Graußschen 
Bildebene dar, die andere Hälfte entsteht durch Spiegelung an der y-Achse des 
gezeichneten Achsenkreuzes. Der Nullpunkt dieses Achsenkreuzes ist der um 



1) VergL pag. 66. 



11^ 
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die Verzeichnung vom G-außschen Bildpankt entfernt liegende Funkt der Bild- 
ebene. Die positive y-Bichtung weist von der optischen Achse des Instrumentes 
weg. Die eingezeichneten Punkte sind die Durchstoßpunkte der einzelnen 
Strahlen durch die Bildebene, wobei die beigeschriebenen Nummern die durch 
Figur (5) gekennzeichneten Strahlen wiedererkennen lassen. Die zu demselben 
Öffnungsverhältnis und verschiedenen Werten von tp gehörenden Punkte sind 



Öffnung a- 
verhäl^ni• 
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Fig. 6 
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durch Kurven verbunden, ;,die Aberrationskurven*^ für das betreffende Öffnungs- 
verhältnis in Rücksicht auf alle Bildfehler des Objektives. 

Die Grröße der Streuungen liest man in Bogensekunden in ihrem auf das 
Objekt zurückprojizierten Werte ab. Der Maßstab der Figur (5 a) ist so gewählt, 
daß bei einer Brennweite des Objektives von 1 m die wirklichen Streuungen in 
lOOfacher Vergrößerung wiedergegeben sind. 

Genau in derselben Weise ist durch die Figuren (6) und (6 a) die Abbildung 
eines 6® von der Achse entfernten Objektpunktes (^ = 2) dargestellt, jedoch sind 
hier die drei Öffnungsverhältnisse 1 : 20 (r = 0.5); 1 : 10 (t? = 1); und 1 : 6.7 
(v = 1.5) gewählt. 

Diese beiden Zeichnungen geben ein anschauliches Bild des errechneten 
Eorrektionszustandes. 

Obwohl die vorliegende Rechnung nur ein schematisches Beispiel sein soll, 
so kann man ihr doch als praktisches Resultat entnehmen, daß ein Objektiv nach 
dem modifizierten Petzvaltypus sich für astronomische Zwecke sehr wohl als 
brauchbar erweisen wird. 
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